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Introduction

Généralités

Bibliograhie
— Faure, Lemaire, Picouleau, Précis de Recherche Opérationnelle, Dunod.
— Roseaux, Exercices et probléemes résolus de RO (3 tomes), Dunod.

But du cours
— Savoir prendre les “meilleures” décisions (critere d’optimalité a définir)
— Démarche scientifique
— Apercu des grands domaines de la RO

Historique

Pascal, Fermat, Bernoulli

Monge : probleme des déblais et des remblais

Fourier : systemes d’équations linéaires (— programmation linéaire)
Borel, Von Neumann : théorie des jeux

Sainte-Lague, Konig : théorie des graphes

1956 : Recherche opérationnelle civile (les militaires s’en étaient appro-
priés en premier), sorte d’“aide a la décision”

Domaines
1. Combinatoire
2. Aléatoire

3. Concurrentiel

Exemple 1. Probléeme d’affectation : on a n personnes et n postes. Chaque
personne inscrit sa préférence pour un certain poste dans une grille. Comment
trouver 'affectation qui maximise la somme des préférences ?

Il y a n! solutions; pour n = 4 cela en fait 24; pour n = 20, on atteint
8 - 10'° solutions.



10 INTRODUCTION

Un probléme facile est un probléeme dont le nombre d’opérations est borné
par un polynome.

Un probléme difficile est un probleme pour lequel il n’y a pas d’algorithme
polynomial connu ; on conjecture qu’il n’en existe pas.

Exemple 2. Rotation d’avions, d’équipages. ..

Exemple 3. Probleme du voyageur de commerce : traverser les villes d’un pays
et retourner a son point de départ en minimisant le co(it (trouver un circuit
hamiltonien de valeur minimale). Probleme NP-difficile ; pour n villes il y a
(n —1)! chemins différents.

Types de problemes étudiés

Programmation linéaire

Il s’agit d’optimiser une fonction linéaire :

n
min 2 Cij
j=1
n

b <

j=1

mincx

=
VAN
o

x; =2 0 ie[1,m]

Programmation linéaire en nombre entiers

On remplace la contrainte x > 0 par Vi € [1,m]], x; € N, voire x; € {0, 1}
(dnas le cas de prises de décisions).

Aléatoire/Stochastique

Problemes de files d’attente, de fiabilité et de gestion des stocks. Par exem-
ple, on souhaite étudier le temps moyen d’attente a une file d’attente, et savoir
combien de guichets supplémentaires on doit ouvrir pour ramener ce temps
moyen a une certaine valeur.



Chapitre 1

Programmation dynamique

1.1 Généralités

Principe d’optimalité de Bellman : Toute sous-politique d’'une politique op-

timale est optimale.

Par exemple, lorsqu’on a trouvé un chemin optimal d’un sommet A vers un
sommet B, et que les sommets C et D sont sur ce méme chemin, le chemin
optimal de C vers D est le sous-chemin qui emprunte une partie de celui de A

vers B.

1.2 Exemple : Tracé optimal d’une autoroute

On se donne le graphe en figure 1.1. On veut déterminer le tracé de cofit

minimal ; tracé qui s’exprime par

co(it d’un tracé = E cofits des trongons

Algorithme possible :

1. Chemin optimal depuis A jusqu’a chaque ville de la phase 2 :

Xo

chemin optimal

colit

E
F
G
H

ACE, ADE
ACF
ADG
ACH

10
9
9
9

2. Chemin optimal depuis A jusqu’a chaque ville de la phase 3 :

11
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FiGure 1.1 — Tracé d’une autoroute.

X5 | chemin optimal | cofit
I A---GI 12
J A---GJ 11

3. Chemin optimal depuis A jusqu’a chaque ville de la phase 4 :

X, | chemin optimal | cofit
K A---IK 17

4. En considérant chaque possibilité de la fin vers le début, on en déduit
que le chemin optimal est ADGIK de cofit 17.

1.3 Formalisation

Soit F une fonction de N + 1 variables a optimiser :
F(x0, X155 X5) = v1(x0, X1) + vo (01, X5) + -+ + vy (xy_1, Xy)

Pour tout n € [0,N — 1], x,, dépend de x, et de x,;.
Dans notre exemple précédent, nous avions :

4
F('XO’XD see }Xn) = Zvi(xiflyxi)

i=1
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ol v;(x;_1,x;) est le colit du trongon reliant la ville x;_; de la phasei —1ala
ville x; de la phase i.

1.3.1 Formules d’optimisation séquentielle

On cherche f,(x,, x,), la valeur optimale de v, (g, x;) + vo(x; + Xx,), C’est-
a-dire

fo(xg,x,) = min (Vl(xo;xl)‘i‘Vz(Xl +X2))
x1€X7(xg,x2)

Ensuite, on cherche la valeur optimale de f5(x,, x3), i.e.

f3(xg, x3) = H)lén (fz(xmxz) + V3(X2,x3))

On continue ensuite jusqu’a trouver fy (x,, Xy ). Ainsi, 'optimum recherché
est obtenu avec la formule

minF(XO:xlz---:xN):)I;nian(XO:XN) (1.1
04N

Dans notre exemple :

fo(xg,E) = min (vl(A,x1)+v2(x1,E)) =10
x,€(B,C,D}

f3(AD) = min  (f,(A x) +vy(x,,1) =12
x,e{E,FG}

fa(ALK) = rg{ilnj}(fB(xO,xg)+v(x3,K)) =17
X3 5

1.4 Deuxieme exemple d’application

On se propose de faire une campagne de publicité dans quatre régions. On
possede un budget de B unités. On investit un certain nombre d’unités dans
chaque région ; le rendement étant donné dans le tableau suivant :

I II III v
0 0 0 0
0,28 0,25 0,15 0,20
0,45 0,41 0,25 0,35
0,65 0,55 0,40 0,42
0,78 0,65 0,50 0,48
51090 0,75 0,62 0,53
Déterminer la stratégie optimale d’investissement.
Exemple de stratégie d’investissement :
I I I v
1 0 2 2
0,28 0 0,25 0,35

A WODN R~ O
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ce qui donne un rendement de 0,88.

Si on tente de rechercher max F(x,, x,, X3, X,) ol X; est la somme investie
dans la région i, ¢ca ne marchera pas. Il faut rechercher max F(x;, x5, X5, X,) ol
x; est le sous-total des sommes investies dans les régions 1,2,...,i. On pose
alors v;(x;_;, x;) le rendement obtenu en investissant x; — x;_; dans la région
i.

On a

folxy) = max (VI(XO:X1)+V2(X1:XZ))
x1€[0,x5]

le rendement maximal que I'on peut obtenir en investissant x, unités au to-
tal dans les deux premieres régions. Il faut faire les calculs pour tous les cas
possibles pour x, :
Xy | falxg) | x
0 0
1| 0,28
2 | 0,53
3 0,70
4
5
u

N
—

0,90
1,06
Aurang 3,ona:

W wWwN == O

f3(x3) = rendement max en investissant x5 dans L, II et III

= max (VI(XO: x1) + vo(xq, x5) + vs(xy, Xs))
X1,X2

= max ; (falag) +v5(xy, x3))

x,€[0,x5
d’ou

(L ID | I X3 | fa(xs) | xy
0 0 0 0 0
11028 0,15 1| 0,28 | 1
21053 (025 2| 0,53 | 2
310,70 {040 3| 0,70 | 3
41090 | 0,50 4 | 0,90 | 4
5] 1,06 | 0,62 5 1,06 | 5

Loptimum est atteint lorsque x5 = 0; cette région n’est pas suffisamment
intéressante pour investir dedans. Passons ensuite au rang 4 :
X4 | fa(xs) | X3
51 1,10 | 4
Loptimum est atteint lorsque x, = 4.
La solution est donc la suivante :
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| I I I IV Total
Investissement cumulé 3 4 4 5 5

Investissement 3 1 0 1 5
Rendement | 0,65 0,25 0 0,20 1,10

1.4.1 Représentation du probleme en tant que graphe

Le probléme peut également étre représenté selon un graphe (fig. 1.2).

Chaque arc a pour valeur le rendement de I'investissement envisagé.

FIGURE 1.2 — Graphe des investissements

Ici, il faut trouver le chemin de valeur maximale de E a F.
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Chapitre 2

Chemins optimaux dans les
graphes

2.1 Position du probleme

Soit G = (X, U) un graphe. Pour tout u € U, on note v(u) la valeur de I'arc
u. Cette valeur peut représenter une distance, un temps, ou de facon générale
un cofit.

Soient (A, B) € X2. La valeur du chemin u est simplement :

Zv(u)

uey
Probléme : déterminer un chemin de valeur minimal de A a B.

Exemple 4. Réseau de télécommunications : chaque couple (A, B) de stations
est reliée par un nombre donné de stations intermédiaires. Chaque arc a alors
pour valeur p; ;, qui est la probabilité de fonctionnement correct de la liaison
entre i et j.

Trouver le chemin u de A a B consiste a trouver :

max [ ] b,
(i,7)Ep

ou encore

min Z —log(p; ;)

(i,))Ep

17
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2.2 Algorithme de Dijkstra

Soit G = (X, U) quelconque, tel que Yu € U, v(u) > 0. s est une racine. On
attribue pour chaque x € X la valeur m(x). La valeur 7(x) peut étre :

— Définitive : valeur du chemin optimal de s a x.
— Provisoires : borne supérieure de la valeur du chemin optimal de s a x.

On note c(s, x) la valeur de I'arc (s, x) s’il existe, 400 sinon.

Algorithme 1 Algorithme de Dijkstra
{Initialisation}
n(s)=0
pour chaque x # s faire
m(x) = c(s, x)
Alx)=s
fin pour
D = {s}
P=X —{s}
Als)=¢

tant que P # () faire
{Attribution d’une valeur définitive & un sommet de P}
Soit x, € P t.q. 7w(x,) = min,cp 7(x)
D =D + {x,}
P =P —{x}

{Révision éventuelle des valeurs attribuées au sommet de P}
pour chaque x € P faire
si (x) > m(xy) + c(x,, x) alors
t(x) = m(xy) + c(xg, x)
A(x) = x,
fin si
fin pour
fin tant que

La complexité de l'algorithme est O(n?).
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FiGURE 2.1 — Exemple d’application de I'algorithme de Dijkstra

2.2.1 Exemple d’application

X, Xy X3 X4 X5 Xg
Initt. 0 3 6 o0 3 ™
0 3 6 9 3 ™
0O 3 5 9 3 8
0 3 5 6 3 8
0O 3 5 6 3 7
0O 3 5 6 3 7

2.2.2 Preuve de I’algorithme

Démonstration. Soit k le numéro de 'étape de I'algorithme. A chaque étape k,
pour tout x € D, 7t(x) a pour valeur celle du chemin optimal de s a x.

On sélectionne x,. Montrer que 7(x,) égale la valeur du chemin optimal
des a x.

Soit 7(x,) la valeur d’'un chemin de s a x,. Soit u un chemin quelconque
de s a x,. Soit h le premier sommet de P rencontré, tel que x est prédécesseur
de h, et h fait partie du chemin entre u.

On pose U, le chemin de s a h, u, le chemin de h a x,,.

La phase de révision des valeurs apres le choix de x donne :

n(h) < (x)+c(x,h)
t(x)+c(x,h) <c(u;) 7t(x) = val du chemin opt. de s a x
n(xy) < m(h) par définition de x,
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Et ainsi, par transitivité :

7(xo) < c(y) < c(u) O

2.3 Algorithme de Bellman-Ford

Soit G = (X, U) un graphe orienté quelconque, avec n sommets, sans cir-
cuit absorbant, la valeur des arcs étant quelconque ; soit s une racine.

Algorithme 2 Algorithme de Bellman-Ford
{Initialisation}
mi(s)=0
l(x) =c(s,x) pour x #s

{Etape générale : calcul des 7™*(x) en fonction des 7™ *(x)}.
pour m € [1,n — 2] faire
" (x) = min{n™ (x), min, . {7"(¥) + (¥, x)}}
fin pour
7" 1(x) = valeur du chemin optimal de s a x

{Hypothese de récurrence}
nt™(x) = valeur du chemin opt. de s a x de longueur < m

Cet algorithme a pour complexité O(n®).

2.3.1 Exemple d’application

X, Xy X3 X4 X5 o Xg
m(x) 0 3 6 400 3 +oo
m(x) 0 3 0 7 3 8
w(kx) 0 3 0 1 3 8
m*(x) 0 3 0 1 3 2
™(kx) 0 3 0 1 3 2

On peut s’arréter des qu’il y a deux lignes identiques.

Trouver le chemin optimal de x; a x; dans un graphe quelconque sans circuit
absorbant : appliquer I'algorithme 2 en prenant pour origine x; puis x,, etc.

Cet algorithme a pour complexité O(x*).
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FIGURE 2.2 — Exemple d’application de I'algorithme de Bellman-Ford

2.4 Algorithme de Floyd—-Warshall

Algorithme 3 Algorithme de Floyd-Warshall
{Initialisation}
ﬂg’oj) valeur de (i, j) s'il existe, +00 sinon
pour m=1,2,...,n faire
pour chaque (i, j) faire
nl(;.n) = min (Tcg-nfl); nﬁfﬁj” + nfn"?j*l))
fin pour
fin pour

On a alors 77:5'? la valeur du chemin optimal de i a j, et 7'55’?) la valeur
du chemin optimal de i a j dont les sommets intermédiaires appartiennent a
[1,m].

Cet algorithme a pour complexité O(n?).
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Chapitre 3

Flots dans les graphes

3.1 Généralités

Il ne s’agit plus de trouver un chemin, mais de savoir quelle quantité de
matiére on peut faire circuler entre deux sommets.

Soit G = (X, U). Soit (s,t) € X? un couple particulier de sommets; on
appelle s la source, et t le puits. Pour tout (i, j) € U, on note c;; la capacité de
larc, tel que ¢;; > 0.

Flot Pour chaque arc (i, j) € U, il faut associer une valeur x;; appellée flux
sur l'arc (i, j), tel que 0 < x;; < ¢;;.
La loi de conservation des flux stipule que

VieX\{s,t}, Z Xji = Z Xij

jer-@ jert@

FiGure 3.1 — Loi de conservation sur un nocud

23
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Propriété 1. Soit A C X un sous-graphe tel que s, t & A. Alors

E : Xij = E Xji

(i,))ew™(A) (i,)ew*(A)

La loi de conservation ne s’applique pas qu’a des noceuds, mais aussi a des
sous-graphes entiers.
On pose

V= E th_ E th

Jer=(o Jert(o

La quantité v correspond au flux total qui sort du réseau.

4 N

FiGURE 3.2 — Graphe avec arc de retour

En écrivant la loi de conservation entre s et t :

szj+2xtj= Z ij+ Z Xj¢

jer(x) jer(t) jer—(s) jinr~1(t)
d’ou
V= Z Xsj — Z Xjs
jer(x) jer—(s)

On ajoute alors un arc fictif de retour de flux v afin que la loi de conserva-
tion soit valable en tous les sommets. La valeur v est appelée valeur du flot (de
sat).

Exemple 5. Sur la figure 3.3, la valeur du flot est 6. Mais peut-on faire mieux ?
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4 (10)

=)

04) 04
1(5)

FiGURE 3.3 — Exemple de calcul de v

3.2 Probleme du flot maximal

On cherche a maximiser v sous les contraintes :

maxv = X, Flot maximal
E X = Zj er- Xji Loi de conservation
jert(@
0 = Xxi=¢;

3.2.1 Définitions

Définition 1. Un flot admissible est un flux qui vérifie les contraintes (mais
non nécessairement optimal).

Définition 2. Un flot complet est un flot admissible tel que tous les chemins de
s a t comportent au moins un arc saturé.

Définition 3. Un arc (i, j) est saturé ssi x;; = c;;.
Définition 4. Soient (i, j) € X2. Une chaine entre i et j est dite augmentante
si tous les arcs orientés de i vers j sont non saturés et si tous les arcs orientés
de j vers i ont un flux strictement positif (i.e. non nul).

Autrement dit : Soit u une chaine entre s et t ; on note u* les arcs orientés

de s vers t, u~ ceux orientés de t vers s. Alors :

X
X

< ¢ V@ jeu"
> 0 V(i,j)eu

ij
ij
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On va pouvoir augmenter le flot en modifiant uniquement les arcs de .

FIGURE 3.4 — Augmentation de la valeur du flot de a

Exemple 6. I'augmentation du flot consiste a :
— Ajouter a sur tous les arcs de u*t
— Retrancher a sur tous les arcs de u ™.
Ceci permet d’augmenter la valeur du flot de a.

La valeur de a maximale est

a=min | min (¢;; —X;;); min Xx;;
Lw’)eu* N () =Tl

Définition 5. Une coupe notée (S, T) est une partition de X en deux, tel que
seSetteT.
Définition 6. On appelle capacité de (S, T) la grandeur

c(S,T)= Z Cij

i€S, jeT
(i,j)eU

Propriété 2. Soit x un flot admissible, et (S, T) une coupe du graphe. Alors, la
valeur du flot admissible est inférieure ou égale a c(S, T). On a égalité lorsque le
flot est maximal.

Démonstration. D’apres la loi de conservation appliquée en T :

XUI E xij ZV

(i,j)ew™(T) (i,j)€w™*(T)
Or, par définition de ¢(S, T), on a

c(S5,T)= Z Cij

(i.j))ew™(T)
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D’apres ces deux égalités, on a

v < Z Cij 0

(i,))ew™(T)

3.2.2 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité

Théoreme 3 (Condition nécessaire et suffisante d’optimalité). Un flotde s a t
est maximal ssi il n’admet pas de chaine augmentante de s a t.

Démonstration. Condition nécessaire S’il existait une chalne augmentante, on
peut augmenter de a, donc le flot ne serait pas optimal.

Condition suffisante Le flot x n’admet pas de chaine augmentante de s a t.
Définissons une coupe telle que S est 'ensemble des sommets i du graphe tel
qu’il existe une chaine augmentante de s a i, et T 'ensemble complémentaire.
Ainsi,se€SetteT.

A la “frontiére” entre S et T, on constate alors que

V(l,]) eU t.q. l ES,] S T’Xij = Cij

et
V(i,j)eUtq.i€T,j €5,x;=0
L'écriture de la loi de conservation en T donne :
Xij = Xij
(i,j)ew™(T) (i,j)ew™(T)
d’ou
Z Cij =V
(i,))ew™(T)
Le flot x est donc bien maximal, et (S, T) est une coupe de capacité mini-
male. m

Théoreme 4 (de Ford—Fulkerson). La valeur maximale d’un flot est égale a la
capacité minimale d’une coupe.

Ce théoreme illustre bien la notion de goulet d’étranglement.

3.3 Algorithme de Ford-Fulkerson

3.3.1 Lalgorithme
Soit G = (X, U), (s, t) € X2.
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Algorithme 4 Algorithme de Ford-Fulkerson
{Initialisation}
Marquer @ le sommet s

{Etape générale}

si i marqué, j non marqué et (i, j) non saturé alors
Marquer j avec &;

fin si

si i marqué, j non marqué et (j,1) t.q. x;; > 0 alors
Marquer j avec ©;

fin si

si on ne peut plus marquer de sommets alors
si t est marqué alors
{il existe une chaine augmentante de s a t}
augmenter le flot de a
recommencer
sinon
le flot considéré est maximal
fin si
fin si
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3.3.2 Exemple d’application

On part d’'un réseau et d’un flot initial. Une premiére application de I'algo-
rithme est donnée dans la figure 3.5.

10 [10]

80

FiGURE 3.5 — Premiere application de I'algorithme

On constate que t est marqué. Cela signifie qu'on a une chaine augmen-
tante ; celle-ci est explicitée dans la figure 3.6.

L’arc (B, F) est celui qui va nous limiter. Ainsi, on a le flot donné en figure
3.7.

En reprenant I'algorithme, on ne peut plus marquer F, et donc on ne peut
plus trouver t. Le flot maximal a donc pour valeur v = 85.

La coupe de capacité minimale est

S = {sommets marqués} et T = {sommets non marqués}

donc ici, S = {s,A,B,C,D,E} et T = {F, t}.
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15 [35] +5

FIGURE 3.6 — Chaine augmentante trouvée par 'algorithme

FIGURE 3.7 — Flot obtenu a I'issue de I’algorithme



Chapitre 4

Ordonnancement

4.1 Généralités

On se donne un projet avec de multiples taches, et on souhaite organiser
le mieux possible I'exécution de ces taches.

Cette application de la recherche opérationnelle a vu le jour dans les an-
nées 1960, avec la méthode PERT (Program Evaluation and Review Technique)
et la méthode des potentiels.

Les criteres d’optimisation sont les suivantes :

— la date d’achévement du projet : on va essayer de terminer le plus tot

possible ;

— lutilisation des ressources : on va essayer de “lisser” 'utilisation des res-
sources (personnels, matériels, financiers. ..) afin de ne pas provoquer
trop d’“a-coups”.

On a alors les types de contraintes suivants :

1. Contraintes potentielles :
— Contrainte d’antériorité : la tache i ne peut commencer que quand j
est achevée) ;
— Localisation temporelle : 1a tache i ne peut commencer avant une date
d ou doit étre terminée avant la date d’.

2. Contraintes cumulatives (sur les moyens) : respect les moyens dispo-
nibles ;

3. Contraintes disjonctives : les taches i et j ne peuvent étre réalisées simul-
tanément (pour des raisons de sécurité, par exemple).

Le but est donc de déterminer un ordre et un calendrier d’exécution des
taches, qui minimise la durée totale de réalisation du projet.

31
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4.2 La méthode PERT

Un graphe PERT est un graphe ol les sommets sont des événements, i.e. le
démarrage ou la réalisation d'un ensemble de taches. Les arcs sont des tdches
auxquelles on associe une durée.

FIGURE 4.1 — Représentation d’'un événement en PERT

Dans I'exemple de la figure 4.1, on dit que I'événement E est réalisé lorsque
les taches incidentes intérieurement a E (ici i, j et k) sont terminées. De la
méme facon, les taches incidentes extérieurement (ici [, m et n) ne peuvent
commencer que si E est réalisé.

On utilise des taches fictives (de durée nulle) afin de représenter des con-
traintes.

4.2.1 Exemple de diagramme

Tache Durée Dépendances

a 1 (aucune)
2 a
c 1 b
d 1 c
e 2 a
f 1 e
g 2 f
h 2 f
{ 1 g
j 2 h, i
k 1 d,j
l 2 k

La traduction de ce tableau donne alors le graphe en figure 4.2.
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FIGURE 4.2 — Exemple de diagramme PERT

4.2.2 Exemple avec des taches fictives

Tache Dépendances

a (aucune)
b (aucune)
c a

d b

e d

f c,d

g e, f

On obtient alors le graphe en figure 4.3.

FIGURE 4.3 — Exemple de diagramme PERT avec des taches virtuelles

4.2.3 Définitions

Définition 7. Soit i un événement. On appelle la date au plus tét (notée t;) la
date la plus proche possible de réalisation de '’événement i. Autrement dit :

t: = max (t;+d;
' tjer*(i)(f i)
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ou dj; est la durée de réalisation des taches entre j et i.
On peut également dire que t; est la valeur du chemin de valeur maximale
du début a I'événement i.

FIGURE 4.4 — Dates au plus tot

Exemple 7. Les dates au plus tot de chaque événement de la figure 4.4 sont
notées en vert.

Définition 8. Un chemin critique est un chemin de valeur maximal du début a
la fin.

Définition 9. On appelle tdche critique une tache qui appartient au chemin
critique.

Exemple 8. Sur la figure 4.2, les taches critiques sont a, e, f, g, 1, j, k, L.

FIGURE 4.5 — Dates au plus tard

Définition 10. Soit i un événement. On appelle date au plus tard, notée t,
la date la plus tardive de réalisation de '’événement i sans modification de la
date au plus tot de 'événement Fin.
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Autrement dit :
t: = tg, — val. du chemin de val. max de i a Fin

ou encore
t* = min (t7 —d;;)
L ety Y

Exemple 9. Les dates au plus tard de la figure 4.5 sont représentées en violet.

4.2.4 Marges relatives aux taches

Définition 11. La marge libre est le retard maximal qui peut étre pris dans la
réalisation de la tache, sans modification de la date au plus tot de 'événement
terminal. Autrement dit :

mij - t] - ti _dl]
Définition 12. La marge totale est le retard maximal sur la tAche qui ne modi-
fie pas la date au plus tard de '’événement terminal. Autrement dit :

Mij - t;k_ ti _dl]

4.2.5 Exemple d’ordonnancement d’atelier

On souhaite usiner des pieces de huit types différents. On dispose de deux
machines, A et B. On donne les durées d’usinage a; et b; de chaque piece par
les deux machines.

Chaque piece est usinée dans l'ordre et en deux étapes, d’abord par la
machine A, puis par la machine B.

Pieces a; b;
p; 5 7
p, 6 4
P, 9 8
P, 7 5
b 8 10
P 6 6
P, 4 3
P, 5 6

Déterminons l'ordre optimal d’usinage des piéces.
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On peut déja déterminer les bornes inférieures et supérieures de durée
totale :

b,;=53 byyp = 60

On applique alors I'algorithme de Johnson.

Algorithme 5 Algorithme de Johnson
L=0,K=0
tant que il existe une piece faire
choisir la piéce P, t.q. min(qa;, b;) < r?;ln(aj, b;).

si a; < b, alors

K=K+1

S(K)=1i
sinon

L=L+1

T(L)=1i
fin si

supprimer la piece i
fin tant que
renvoyer ordre optimal S(1),S(2),...,S(K),T(L),...,T(1)

\

A lissue de I'exécution de I'algorithme, on obtient :
S:(]"SJS) T:(7)274J6’3)

Il faut donc fabriquer les piéces dans l'ordre : 1, 8, 5, 3, 6, 4, 2, 7. Cet
ordonnancement donne un temps total d’usinage de 54.

FIGURE 4.6 — Ordonnancement optimal
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Méthodes d’énumération implicite

Aussi appelées :

— procédures arborescentes

— procédures par séparation et évaluation
— procédures branch and bound

5.1 Idée sur un exemple

Exemple 10. Soit G = (X, E) un graphe. On veut déterminer dans G un sous-
graphe complet (ou clique) de cardinal maximal.

Propriété 5. Soit un graphe avec n sommets et m arétes. On note y(G) le cardi-
nal maximal d’une clique. On peut montrer facilement que

v(G) < % (3+ \/9+8(m—n))

Exemple 11. Dans le graphe de la figure 5.1, m = 12, n = 7 et donc y(G) < 5.

Formalisation Soit S un ensemble fini, et f : S — R. On souhaite déterminer
s*e€ S tel que f(s*) = misnf(s).

SE,
Définitions

Définition 13 (Evaluation). Etant donné S’ C S , on dit qu’on sait évaluer S si
on connait un réel g(S’) tel que Vs € S’, g(S") < f(s).

Définition 14. Si g(S’) = min f(s), il s’agit d’une évaluation exacte.
ses’

37
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FIGURE 5.1 — Exemple de graphe

Définition 15. On dit que g,(S’) est une meilleure évaluation que g,(S’) si
g1(8") > g,(S8").
Définition 16 (Abandon). On dit que S’ € S est abandonné dans les cas sui-
vants :

-S5'=0

— on connait une solution § € S au moins aussi bonne que toute solution

de S’. Par exemple, lorsque f(5) < g(S’).

— on a une évaluation exacte.
Propriété 6. Soit F = {S;,S,,...,S,} une famille de sous-ensemble de S dont
Uunion est égale a S. Si F est séparée en S;',S?, ..., Sf‘, la famille F' telle que

F'={Sy,...,8.1,58},8%,...,85811,....5,}

est encore une famille de sous-ensembles de S dont l'union vaut S si

k
s/ =s,
j=1

Propriété 7. Si tous les sous-ensembles de F ont une évaluation exacte, et si
S’ € F est d’évaluation minimale, alors la solution optimale de S’ est la solution
optimale du probléme.

5.2 Schéma général

On note §; la meilleure solution connue, et v sa valeur. Le schéma général
est donné dans l'algorithme 6.
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Algorithme 6 Schéma général d’évaluation

§ indéterminé, v = o0, F = {S}.
tant que F # () faire
{Choix}
choisir S’ € F non encore évalué
si un tel S’ n’existe pas alors
choisir un S’ € F déja évalué
fin si
si S’ n’a pas été évalué alors
{Evaluation}
Associer a S’ son évaluation g(S”)
si g(S’) > v alors
F=F-5
sinon si I'évaluation est exacte alors
§ est la solution opt. de S’
v=2g(s")
F=F—(S'U{E€Fg(E)>v})
fin si
sinon
{Séparation}
séparer S’ en (S))icr14]
F=(F-s)ulJ.,s!
fin si
fin tant que

Il reste encore a spécifier les procédures de choix, d’évaluation et de séparation.
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5.3 Application au probleme du voyageur de com-
merce

Il s’agit de trouver le circuit hamiltonien de valeur minimale. Ce probléme
est difficile et est souvent utilisé comme test d’algorithme de résolution de
problemes combinatoires. En effet, dans un graphe a n sommets, ilya (n—1)!
circuits hamiltoniens.

On se donne un graphe complet orienté G = (X, U). Pour tout arc (i, j) € U,
on associe la valeur ¢;; > 0.

Dans cet exemple, prenons n = 5. Les cofits pour aller de la ville i a la ville
j sont données par la matrice :

+o00 2 1 3 4
1 +oo 6 5 7
3 400 8 2

1

4
5 7 4 4o
2 3 5 2 +oo

A chaque ligne, on soustrait les éléments de la ligne par la plus petite valeur
de la ligne. On obtient alors :

+oo 1 0 2 3
0O H4o0 5 4 6
2 1 400 6 0
4 6 3 +oo O
0 1 3 0 +oo

On fait la méme chose sur chaque colonne :

+o00 0 0 2 3
0 +oo0 5 4 6
2 0 +4o0 6 0
4 5 3 400 O
0 0 3 0 +o

Propriété 8. La valeur de tout chemin hamiltonien est supérieure ou égale a la
somme des éléments soustraits.

Démonstration. On pose x;; telle que :

_ |1 ssi(i,j) € chemin hamiltonien
Y 0 sinon
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Alors, cette borne inférieure s’écrit :

minZZ tiiX;j

i j#i

Vi,inj =1let ‘v’j,inj =1

J# i#]

Or

On pose t?j = t;; — a; — 3;, ou a; est la quantité soustraite a la ligne i, et 3;
la quantité soustraite sur la colonne j. Formellement, on a :

a; = rn]m Lij B; = rnl,in(tij —a;)

Par ailleurs, on constate que t?j > 0.
La valeur d’un circuit vaut alors :

DD () it Bx;

i j#

— 0
=22t 2w ) w2
Lj# i J# J i#j
~——— ~—— ~——

=0 1 1

Ainsi, on peut écrire que la valeur de tout chemin hamiltonien est supérieur

ou égal a
Z%“‘Zﬁj O]

Dans notre exemple, cette borne inférieure vaut 8.

5.3.1 Calcul du regret

Le regret d'un arc (i, j) est la somme de la plus petite valeur de la ligne i et
la plus petite valeur de la colonne j.

La séparation se fait sur I'arc de valeur O et de regret maximal. On calcule
donc tous les regrets sur tous les arcs de valeur 0, et on constate que celui de
regret maximal est 'arc (B,A), qui vaut 4.

On supprime ensuite la ligne B et la colonne A de la matrice. On interdit
également de prendre I'arc (A, B). On continue les calculs avec la matrice

+o00 O 2 3
0 4o 6 0
5 3 400 O
0 3 0 oo
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Il se peut qu’on ait ensuite besoin de refaire les opérations de soustractions,
auquel cas la borne inférieure V augmente d’autant que ce qui a été retranché.
On obtient alors la séparation de la figure 5.2.

V=8
(B,A) = non (B,A)
/

V>=84+0=8 V=28+4=12

(A, C/ \non (4,0)
(D,E) non (D, E)

V>84+0=8||V=8+5=13

(C,E) V>1240=12| |Vv>12+3=15
(D,B) non (C,E)
(E,D)

V=13 V=14

FIGURE 5.2 — Séparation

On choisit d’inclure 'arc (B, A). Alors, en répétant le méme procédé, on fait
ensuite la séparation sur I'arc (A, C), puis sur (C, E), et ainsi de suite.
On trouve finalement un circuit optimal de valeur 12.



Chapitre 6

Programmation linéaire

On cherche a optimiser une fonction f linéaire sous des contraintes li-
néaires.
La forme générale d’un programme linéaire est la suivante :

n
min E CiX;
j=1

sous les contraintes :

n

Zaijxj <b,ieM

—

—

n
CllX] - bl,leM

j=1

avec M et M un ensemble d’indices, x; €R, pour j € M et j € M.

6.1 Problemes de production

On a un centre de production disposant de ressources numérotées de 1 a m,
et produisant n types de produits. On note :

— a;; la quantité de la ressource j requise pour produire une unité du pro-
duit i ;

- xl.mi” (resp. x["**) la quantité minimale (resp. maximale) de produit i a
produire ;

— b; la quantité de ressource j disponible ;

— m; le bénéfice réalisé en produisant une unité de produit i ;

— X; la quantité produite de i.

43
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Le probléme se formalise alors de la facon suivante :

n
max E m;X;
i=1

s.C.
x; < x"* i€[1,n]
x; = x™ ie[1,n]
Zn al]xl = bj j€ [[Lm]]
x; =20 ie[1,n]

Ce n’est pas un programme linéaire. Mais on peut réécrire ce probléme
pour le ramener a un tel probleme.
On applique alors l'algorithme du simplexe.

6.1.1 Optimisation fractionnaire

On considere le probleme suivant :

b0+zj 1Yj J
maxr(x) =
Co+ 2351 65X,
s.C. .
Yim@x; < dp i€[1,m]
x; = 0 je[1,n]
by, bl,aJ > 0
g > 0
En posant
X; 1
Yi= ——n t=—<n =
Co+ 2o 6X; Cot 221 6%

le probleéme se réécrit de la manieére suivante :

n
maxb0t+ijyj
j=1
s.C.

Zjl a;y; < dit ie[1,m]

cot+Z] Gty = 1
y; =2 0 je[1,n]

t >0
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6.1.2 Interprétation géométrique d’un programme linéaire

On considere le probleme suivant :

maxx; + 3x,

S.C.
xX1+x, < 5

x; < 4

Xy, < 3

X1,X9 = 0

.N“s\zcl—i_st:]_].

~

I-<2 3 4 5

~

FIGURE 6.1 — Interprétation géométrique d'un programme linéaire

Le point optimal est (2,3) ; la valeur obtenue est 11.

6.1.3 Forme générale d’un programme linéaire

Le probleme peut se présenter sous deux formes différentes :

Forme standard Forme canonique
min cx min cx
Ax=Db Ax>b

x>0 x>0
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Afin de passer de la forme générale a la forme canonique, il faut remplacer

la condition
n

j=1

par les deux conditions

Z—CIUX] Z _bi

Afin de passer de la forme générale a la forme standard, il faut ajouter une
variable d’écart s; > 0. Ainsi, on transforme la condition

n

Zaijxj < b;

j=1
en

n
Zaijxj' +Si = bi,Si Z O

j=1

6.1.4 Base et solution de base

On suppose que rg(A) = m.
On appelle matrice de base la sous-matrice carrée (m x m) de A réguliére.
Ainsi :
A= (B N ) (par blocs)
et

N
x= (x ﬂ) (par blocs)

Les colonnes de B représentent les variables de base, et celles de N représentent
les variables hors base.
Dot :
Ax=b
Bx? + Nx* =b
B'Bx” + B"'Nx" =B7'b
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et donc
x? + B'Nx*" =B7'b 6.1)

La solution de base relativement & B est la solution telle que x* = 0 et
x”? =B7'b.
Exemple 12. Considérons le probleme suivant :

min3X1 + Xo + 4X3 + ZX4 - 2X5

s.C.
x; +2x,4+ 3x5

2xy +4x,

2x, + x5+ 2x5 + 2x5

X1, X, .0, X5

VI
S o aN

Ici, la matrice A vaut :

N OO

3
0
2

B

Il
N O =
—= N O
o AN

En utilisant les colonnes 1, 2, et 3 de A (car A est de rang 3 et ces colonnes
sont linéairement indépendantes), on a :

1 0O 1 4 0 O 2
B=]0 2 O B l== 0 2 0 b=1]6
21 2 4 1 2 9
La solution de base réalisable est
x; =2 Xy =3 x3 =1 x; =0 x5 =0

de valeur 13.
L'ensemble X = {x : Ax < b,x > 0} est un polytope convexe.

Définition 17. On appelle point extréme tout point x € X qui ne peut étre
exprimé comme combinaison convexe d’autres points y € X (y # x).

Théoreme 9. Lensemble des points extrémes de X correspond a U'ensemble des
solutions de base réalisables.

Corollaire 10. X admet un nombre fini de points extrémes. Le nombre de solu-
tions de base est inférieur ou égal a C)".
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Corollaire 11. Tout point d’un polytope convexe X peut s’exprimer comme une
combinaison convexe des points extrémes de X.

Théoreme 12 (Théoreme central de la programmation linéaire). Loptimum
de z fonction linéaire sur le polytope convexe X est atteint en au moins un point
extréme.

S’il est atteint en plusieurs points extrémes, alors il est atteint en tout point
combinaison convexe de ces points extrémes.

Démonstration. Soient y!,y? ..., yX les points extrémes de X.

Soit g* = r{[lin]] z(y*). Montrons que z* est le minimum de z sur X.
ke[1,K

Soit x € X. Alors

x:ilkyk A=0,) A=1

k=1

Par linéarité de z, on obtient

2(x) =) ha(yh)
k=1

K
*
2 Akz
k=1
o*

Y

Y

Donc z* est la valeur de la solution optimale. ]

6.2 Algorithme du simplexe
L'algorithme fait une exploration “dirigée” des points extrémes.

6.2.1 Caractérisation des solutions de base réalisables opti-
males

On rappelle le probléeme décomposé en variables de base et hors base :
x? +B'Nx" =B7'b

Définition 18. Une solution de base est dégénérée si certaines variables de
base sont nulles.
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FIGURE 6.2 — Exploration dirigée d’un polytope

Théoreme 13 (Condition nécessaire et suffisante d’optimalité). La base 98 non
dégénérée est optimale ssi

VJGJV,A]:C]_ZClC_lUZO

€A

Démonstration. Condition suffisante

Soiti € %.0n a

d’ou
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Soit x une solution admissible. On a alors

z(x) = Zn:cjxj
j=1
= Zcixi + Z CiX;

i€s jeEN
== E Ci bi_ E ainj + E C]X]
i€k jeEN jeN
= E ¢;b; + E x| ¢ — E ¢;id;;
i€ jeN =7
=z+ E Ajx;
JEN

zZ= E:Cibi Aj:cj_§ :Ciaij

i€ i€ERB
Si pour tout j € &, les A; sont positifs ou nuls, alors toutes les solutions
admissibles donnent a z une valeur supérieure ou égale a z.

Condition nécessaire
Supposons A, < 0 pour uns € 4. Soiti € 48. Alors :

Xl == bi - al]X]

jen
= bi - E ;X — A5 X
JEN
J#s
z2= ) ¢b;+ E Ajx;+ A
i€’ jeEN
j#s

Sans toucher aux autres variables hors base, on peut augmenter x, d'une
valeur O telle que :
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La nouvelle solution de base est alors telle que :

x, =0
xX;=0jeN,j#s
x,=0
Xi:I_)l_ais lG%,l#T
Ainsi :
2:ZCil_)i+Asé
[S7]
Exemple 13.
minZ(x) =2x; —3x,+ 5x5
s.C.

X;—2Xy+Xx3—x4=4
Xy +3x3+x5;="06
2x1+x3+2x,+x6=7
Xiy.e03X6 =0

Ici, B =1{1,3,6} et &/ ={2,4,5}. Autrement dit :

1 10 1 3 =1 0
B=|0 3 0 B'=-]10 3 0
21 1 3l 6 1 3
1 2
_ =12
3 1
La solution de base est alors :
X, =2 X3 =2 xg=1
Xy = X4 = x5 =0

et
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C’est une solution dégénérée. En appliquant le théoreme précédent :

z2=144+2x, — X5

24 Lty xy
X; =2+ =Xy + X4+ =X
1 3 2 4 3 5
9 1 1
Xog=2— =Xy — =X
2 32 35
1

x6=1—?x2—4x4—§x5

On trouve ici 6 = 3. Une nouvelle solution de base est donc :

A’ =1{1,3,5} N =12,4,6}
d’ou
x; =3 X, =0 Z'=11
x3 =1 x;=0
x5:3 x6:0

On recalcule les A; et on constate qu’ils sont tous positifs ; ceci est notre
critére d’arrét.

6.2.2 Algorithme du simplexe pour la minimisation

Lalgorithme 7 détaille I'algorithme du simplexe dans le cas d'un probleme
de minimalisation.

6.2.3 Méthode des tableaux

Soit le probléme :

max4x; +12x, + 3x3
s.C.
1000
500
1500
6750
0

Mettons-le d’abord sous forme standard. On a alors le probleme équi-
valent :

3x; + 6x9 + 2x4
X1, X, X3

=
w
IV IAIA TA A

max4x; +12x, + 3x3
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Algorithme 7 Algorithme du simplexe pour la minimisation
déterminer une solution de base réalisable
calculer B”'N = (a;;) aveci € B,j € N
calculer les cofits réduits A; =c¢; — Zie% cia;; (j€AN)
siVjeN,A; >0 alors
la solution considérée est optimale ; fin
sinon
J ensemble des indices de A" t.q. A; <0
si pour un indice j € J, Vi € %, a;; < 0 alors
optimum = —o0; fin
sinon
choisir s t.q. Ay =min;c; A; (critere d’entrée)

déterminer r € A tel que Y — minjes 2
rs a,>0 %is
fin si
fin si
considérer la nouvelle base déduite de 98 en remplacant la colonne r par la
colonne s.

reprendre a partir des calculs de B™'N

s.C.
x;+x, < 1000
X, +x5 < 500
X3 +xs < 1500
3x, +6x,+2x;+x, < 6750
Xi5.005X7 =2 0

En posant le probleme sous la forme Ax = b, la matrice A vaut donc :

1 001 0 0O 1000
A= 01 0O01O00 b= 500
1001 0010 | 1500
36 20001 6750
Une solution de base réalisable est :
x;=0 x, = 1000
X, =0 x5 = 500
x3=0 x¢ = 1500
2=0 x; = 6750

On trouve A; =4, A, =12, A;=3,etAy=---=A,=0.
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En appliquant l'algorithme du simplexe, on trouve s =2 et r = 2.
On a alors :

0 4 1 001 O 0O 1000
12 . 2 01 00 1 0O 500
“=lo| €%=|6| 4=lo0o10 0 10| 271500
0 7 3020 -6 01 3750
etA;=4,A,=0,A;=3,A,=0, A; =—12, Ay = A, =0. Ce qui donne :
X, =0 x, = 1000
x3 =0 X5 = 500
xs=0 x¢ = 1500
% = 6000 X, = 3750
Et une derniere itération en utilisant la ligne 1 comme pivot :
4 1 1 0 0 1 0O 0O 1000
12 } 2 01 0 O 1 0 O 500
“=lo| €%2=|6| 4=lo01 0 0 10| 271500
0 7 00 2 -3 -6 01 750

Il faut ensuite encore quelques autres itérations. La solution optimale qu’on
trouve ainsi est :

x; =250 x4 =750

x5, = 500 x5 =0

x5 = 1500 xg =0
Z=11500 x;, =0

Cet algorithme n’est pas fait pour étre fait a la main, cependant.

6.3 Initialisation de I’algorithme du simplexe

Pour l'instant, on partait d’'une base évidente pour appliquer I'algorithme
du simplexe. Nous allons maintenant voir comment on peut trouver une base
initiale (et de préférence déja optimale).

On rappelle le probleme Ax = b décomposé en variables de base et hors
base :

x? +B 'Nx” =B7'b

On souhaite trouver une base réalisable initiale et I'’écriture canonique des

expressions :
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— des variables de base en fonction des variables hors base
— de la fonction économique en fonction des variables hors base, i.e.

z=2+Zijj

Si le probléme est posé sous la forme Ax < b, on a vu qu’il y avait une base
initiale composée des variables d’écart. En effet, chaque ligne i du probleme

s’écrit
n

Zaijxj +e; =b,;

=1
Cependant, tous les probléemes ne se posent pas toujours comme cela. Sup-
posons que le probleme soit déja sous la forme standard, i.e. :

maxcx
(P){ Ax=Dhb
x>0

6.3.1 Probleme auxiliaire : Méthode des 2 phases

Le probleme auxiliaire PA s’écrit sous la forme :

m
mingy = E V;
i=1
n

j=1

Xj

Vi

0 jeli,n]
0 ie[[1,m]

ALY

Les v; sont appelées variables artificielles.

Propriété 14. Soit (X, V) une solution admissible de (PA). X est une solution
admissible de (P) ssi ¥ = 0.

Propriété 15. Soit (x*,v*) une solution optimale de (PA). Le probléme (P) ad-
met une solution réalisable ssi v* = 0.

Le but est de résoudre le programme linéaire (PA) par l'algorithme du
simplexe, et en utilisant la base réalisable initiale canonique telle que :

— les variables de base sont les (v;)icp1.n7 = (b)),

— les variables hors base sont les (x;);cf1.,7 = O.
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Théoreme 16. Si (P) admet une solution réalisable, alors (PA) admet une base
optimale qui est une base réalisable de (P). On note ¢* la valeur optimale de
(PA).
Démonstration. Considérons une base optimale J de (PA).

1. Si p* >0, alors (P) n’a pas de solution.

2. Si p* = 0 et toutes les variables artificielles sont hors base, alors J est
une base réalisable du probléme initial.

3. Si ¢* = 0 mais certaines variables artificielles (bien que nulles) sont dans
la base (dégénérescence) : une telle variable (d’indice notée r) s’écrit

Vr+ E C_lrjxj+ E drivi:br:O
jeN ieN

(@) SiVje JV,C_lrj = 0 : on obtient

La ligne r est redondante ; on peut donc la supprimer.

(b) Sidj e AN,a,; #0:soits €A tel que a,; # 0. On fait rentrer
la variable x, et sortir v, de la base. On itére jusqu’a ce que toutes
les variables artificielles soient hors base. Ainsi, on revient au cas
2. U

6.3.2 Exemples d’application
Exemple 14. Soit (P) le probleme :

maxz = X;+Xy+X3+X,
X, +2x,+x3 = 2
X, +x9+5x3 = 12
X, +2x,+6x3+x, = 13
X1,X9,X3,X4 = 0
Le probléme auxiliaire s’écrit alors :
ming = v;+V,
X1 +2xy+x3+v; = 2
X1+ x9+5x3+vy, = 12
X, +2x,+6x3+x, = 13
Xiyeee3X4,V1,V9 = 0
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On a considéré x, comme variable artificielle car elle n’apparait qu'une
seule fois dans une seule des équations, et x, doit étre positive. Les variables
de base sont donc v;, v, et x,. Ainsi, une solution de base réalisable initiale de

(PA) est :

v, =2 x;=0
vy =12 x, =0
x, =13 x3=0
p =14

Appliquons maintenant la méthode des tableaux :

G B X1 X9 X3 X4 Vi Vy

1 v 1 2 1 0 1 0 2
1 v 1 1 5 0 0 1 12
0O x,2, 1 2 6 1 0 0 13

-2 -3 -6 0 0 O
En ce qui concerne la valeur des A;, il faut utiliser la formule
ic®

Ona ¢ =14.
On choisit la ligne 1 et la colonne 3 comme pivots.

¢ B X1 Xy X3 X4 Vi Vy
0 x;3 1 2 1 0 1 o0 2
1 vy -4 -9 0 0 -5 1 2
0O x, =5 =10 0 1 -6 0 1

4 9 0 0 6 O

avec ¢ = 2. Comme tous les A; sont positifs, nous avons la une solution opti-
male de (PA) :

X3 =2 x;=0
x,=1 x, =0
vy =2 v =0
P =2

Cependant, la valeur optimale ¢ est strictement positive, donc le probléme
initial (P) n’admet pas de solution.
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Exemple 15. Modifions légerement le probléme (P) :

maxz = X;+X;+X3+X,
2x,+x3 = 2
xX;+x,+5x3 = 12
X, +2x,+6x3+x, = 13
X1,X9,X3,X4 = 0

Le probleme auxiliaire correspondant est :

ming = v;+V,
2x,+x3+v; = 2
X1+ xy+5x3+vy, = 12
X, +2x,+6x3+x, = 13
X15eeer Xg, V1, Vg = 0

En appliquant la méme méthode, on obtient le tableau

¢, B X1 Xy X3 X4 V Vy

1 v 0 2 1 0 1 0 2
1 v 1 1 5 0 0 1 12
0O x, 1 2 6 1 0 0 13

-1 -3 -6 0 0 O

On choisit comme pivot la ligne 1, colonne 3. Au bout de trois itérations,
le tableau optimum obtenu avec l'algorithme du simplexe est :

G B X1 Xy X3 X4 Vi V,
0 x,, 01 7 0 % 0 1
1 v, 00 — -1 7 10
0O x;,; 1 0 5 1 -1 0 11
, 1 1
o0 ; 1 5 0

On a ainsi obtenu la solution optimale suivante pour (PA) :

x; =11 x3=0
X2:1 X4:0
V2:0 V1:O

=0
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Nous avons une solution optimale, mais nous avons encore une variable
artificielle dans notre base. Nous allons alors enlever cette variable et en ajou-
ter une autre non artificielle, en utilisant comme pivot la ligne 2, colonne 4.
Cela donne :

Ci B X1 Xy X3 X4 ViV,

0 x, 0 1 2 5 0 1
1 x, 0 0 L R
0 x;, 1 0 g —% 1 11

, 1 1
0 O 5 1 5 0

Ainsi, les variables de base sont x;, x, et x,. Nous avons désormais une
base initiale afin d’appliquer I'algorithme du simplexe sur notre probléme de

maximisation (P). Le tableau sur lequel appliquer I’algorithme serait :

C; B X1 Xy X3 X4

1 x, 0 1 1 1
1 x, 0 0 I 10
1 x;, 1 0 g 0 11

. 9
00—50

avec Z = 12. La solution est d’emblée optimale, ! ce qui n’est pas toujours le
cas! Ainsi :

x; =11 x3=0
x,=1 x;=0
z=12

6.3.3 Méthode des pénalités

Afin de résoudre (P), on résout le probleme auxiliaire

n

m
min E CiX; -I—ME V;
j=1 i=1
——
fonc. éco de (P)

avec M une pénalité. L'idée générale de la résolution reste cependant iden-
tique.

1. Pour un probleme de maximisation, la condition nécessaire et suffisante d’optimalité
est que les A; soient négatifs ou nuls.
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Chapitre 7

Processus aléatoires (ou
stochastiques)

On se donne un ensemble de variables aléatoires {X(t),t € Z}. On dit
aussi que X (t) est la valeur du processus a l'instant t.

L'ensemble & est 'ensemble des parameétres (discrets ou continus). L'en-
semble des valeurs du processus est appelé espace des états ; cet ensemble peut
étre discret ou continu.

Exemple 16 (File d’attente). On se donne un guichet ou viennent se servir
des clients. Chaque client est servi pendant un temps aléatoire. On note X (t)
(t € [0;4+00[) le nombre de clients dans le systéme d’attente a l'instant t.
L'espace des états est N.

7.1 Processus de Markov (sans mémoire)

Définition 19. Un processus {X(t),t € 7} est un processus markovien si, pour
tout n €N, pour tout t; < t, <---<t, <t,,

Pr(X(t,.,) €AIX(t),X(ty),...,X(t,)) =Pr(X(t, 1) €AIX(t,))
Autrement dit : la connaissance des événements antérieurs est inutile.

Définition 20 (Processus homogene). Si Pr(X(t +s) € A|X(t)) ne dépend pas
de t, ce processus est dit homogeéne.

7.1.1 Processus de Poisson

Il s’agit d'un processus de Markov homogene dont I'espace des états est
discret, mais 'ensemble des parametres est continu.

61
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On se donne un événement e qui se produit a intervalles aléatoires. Le
processus est {X(t),t € [0,4+o00[}, ot X(t) est le nombre d’événements qui se
sont produits entre 'instant O et I'instant t.

Postulats

Soit h un intervalle de temps.

Pr(X(t+h)—X(t)=1)= Ah+o(h) A>0
Pr(X(t+h)—X(t)=0)=1—Ah+o(h)

On note P,(t) = Pr(X(t) = m), i.e. la probabilité que m événements se
produisent entre les instants O et ¢t. On souhaite calculer P,,(t).

Calcul de P, (t)

Soient meN, t eR, etdt > 0.

Pour m=20
Py(t+dt) =Py(t)(1 —Adt +o(dt))
Py(t +dt)—Py(t) B o(dt)
I = —AP,(t)+
d’ou

Po(t) = —AP(t)
En résolvant cette équation différentielle, on obtient

M ceR

Py=ce
Lorsque t =0, on a P,(0) =1, d’oti ¢ = 1. Donc

Py(t)=e"

Pour m > 1 Ici, on peut écrire
P (t+dt)=P, (t)Adt+ P, (t)(1 — Adt)

car on doit considérer le cas ou un événement se produise entre t et t 4+ dt,
et celui ot aucun événement ne se produit. On calcule de la méme facon la
dérivée, et on obtient :

P ()= AP, _1(t) — AP,(t)
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Pourm=1,ona:
P/(t)+ AP (t) = Ae ™™

La résolution de cette équation-la donne
P(t) = Ate™

En appliquant le raisonnement analogue, on obtient de facon générale :

(At)me_“

Pm(l') = T (7.1)

7.1.2 Processus de naissance

Ceci est une premiere généralisation du processus de Poisson. Soit un pro-
cessus {X(t),t € [0,4+00[ ol X(t) est l'effectif d'une population a I'instant t.
On suppose que X(0) = 0. Les postulats deviennent les suivants :

PrX(t +h) —X(t) = 1|X(t) = k) = Ah+ o(h)
PrX(t +h) —X(t) = 0|X(t) = k) = 1 — A.h + o(h)

Pendant l'intervalle de temps h (qu’on fera tendre vers 0), il y a deux pos-
sibilités : une naissance ou zéro naissance.

Pour tout (m,t) € N x R, on note P, (t) la probabilité que l'effectif de la
population soit égale a m a I'instant t.

Calcul de P, (t)

Soitt >0etdt>0.0na:

Py(t +dt)=Py(t)(1— Aydt)
= Py(t) = —2AoPy(t)

et

P, (t+dt)=P, (t)A,_1dt +P,(t)(1—A,dt)
= P (t) = Ap_1Pp1(t) = A5 P(t)
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Nous devrons utiliser la transformée de Laplace (cf. annexe A). On a donc,
pourm=>1:
Ppm(P) = Am—lpm—l(p) - Ampm(p)

Pm—l(p)
P+ A,

= |Pu(p)=2,-

etpourm=0:

pPy(p) —p = —2A,Po(p)

p
= | Py(p) =
0 p+i,
ce qui donne :
Py(p) = ——Py(p)
1 p+A1 0
Pp) = L p(p)
p)= p
2 p+A2 1
)Lm—l
Pm(p):p+7t m—1(p)
ﬁ 2 pp)
= b
o Pt A °
m—1 Al’
= p
l:0p+ki+1

On peut alors distinguer deux cas différents :
1. Tous les A; sont différents et non nuls :

Pl (Hl ) 2. 11 o(x »

2. Tous les A; sont égaux a une constante A :

P
(p + A)m+1

P,(p)=A"

d’ou

Ate M
P, (t)=
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7.1.3 Processus de naissance et de mort

Ceci est une deuxieme généralisation du processus de Poisson.

Soit {X(t),t € [0,400[} le processus tel que X(t) soit égale a l'effectif
d’une population a l'instant t. Cette fois, on introduit la possibilité qu’il y ait
une mort parmi la population pendant deux instants donnés. Les postulats
ainsi réécrits deviennent :

Pr(X(t+h)—X(t)=1|X(t) =k) = Ah+o(h) Naissance
Pr(X(t+h) —X(t)=—-11X(t) =k) = uh+o(h) Mort
Pr(X(t+h)—X(t)=0|X(t) =k)=1— (A +u)h+o(h) Rien du tout

Les A; (resp. u;) sont appelés taux de naissance (resp. taux de mort). Tous les
A; et u; sont strictement positifs, sauf u, qui est nul.
Calcul de P, (t)
Cette fois, P,(t) s’écrit
Py(t+dt)=Py(t)(1 —Aydt) + P (), dt
= Py(t) = —APo(t) + u,Pi(t)
etpourm=>1:
Pm(t + dt) = pm—l(t)lm—ld’-L + Pm(t)(l - A'm—ldtL - nu’m—ldt)
+ P (Ot dt
d’ou
p;(t) = A'm—lpm—l(t) - (Am + .U’m)pm(t) + nu’m+1pm+1(t)
Afin d’alléger les notations, on pose

Ao Apq i
I, =——- Z I, converge
M- Un =1

On note également tliI_;ﬁ P, (t)=P,.

Il s’agit en quelque sorte d’'un régime permanent atteint aprés un certain
régime transitoire ; on ne s’intéressera qu’aux calculs des probabilités en ré-
gime permanent (i.e. des P,).

Résolvons le systeme suivant :

0=—2APy + 1P
O = A’m—lpm—l - (A'm + Aum)Pm + Au’m+1Pm+1 pOLlI' m 2 1
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Soitm>1.0na:

2'mpm - nu‘m+1pm+1 = A’m—lpm—l - nu‘um

= APy — 1Py
=0
d’ot
A
Pm == - Pm—l
U
A
P, ==p,
(251
et donc
Agee A
p,=—>""mlp
Mo B
Comme il s’agit d'une distribution de probabilités, on a
400
2 Pn=
m=0
et donc
+00 !
P, =TI, (1 +Zni)
i=1
Considérons le cas particulier ot Ay = A, =+ =Adetuy=U; =+ = U.
Alors, on a :
A{ m
Pm =\ = PO
W
I

Afin que le régime permanent puisse s’établir, il faut que ﬁ < 1, sinon ».TI,
diverge.
Ainsi,

+00 +00 A m
me:1:>POZ(—) =1

m=0 m=0
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Exemple d’application

En utilisant le modele démographique de croissance linéaire avec immigra-
tion, on a ici :

— Taux de naissance : A, =nA+a

— Taux de mort : u, =nu

On note toujours X (t) I'effectif de la population a I'instant t, et on souhaite
toujours calculer P,(t) = Pr(X(t) =n).

Py(t+dt)=Py(t)(1—adt)+ P,(t)udt

et donc

Py(t) = —aPy(t) + uP(t)

Pourn>1:

P(t+dt)=P,_,(t)(n—1A+a)dt+ P,(t)(1 —(nA+a+nu)dt)
+ P, () (n+1udt

ce qui donne
P(t)=((n— DA+ a)P,_1(t) — (nA+a+nu)P,(t) + (n+ P, (t)

On note M(t) 'espérance mathématique de 'effectif a I'instant t. Ainsi :

M(t)= > nP,(t) M'(t) =" nP/(t)
n=0 n=0

On constate que M'(t) = a + (A + u)M(t), d’ot 'équation différentielle

M'()+(u—A)M(t)=a

Résolvons cette équation. Si on note i I'effectifa t =0, on a:

at +1i SiA=u
M(t)=
(©) i—L exp((l—,u,)t)+L sinon
u—A u—A

Si A > u, alors lim,_,,  M(t) = +o00. Si A < u, alors M(t) se stabilise

autour de la grandeur ﬁ
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7.2 Chaines de Markov

Il s’agit d'un processus de Markov dont I'ensemble des indices est discret
(contrairement aux processus de Markov), mais ’espace des états est toujours
discret.

On note une telle chaine {X,;n=0,1,2,...}.

Propriété 17. Létat actuel ne dépend que de létat précédent; ce processus est
sans mémoire. Autrement dit : Soient n > 1 et (ji)xego.ny € S™ n+ 1 valeurs dans
Uespace des états. Alors

Pr(Xn = jn|Xi = jixi € [[0’ n-— 1]]) = Pr(Xn = jnlxn—l = jn—l)

Par ailleurs, la grandeur Pr(X,, = j|X,,_; = 1) ne dépend pas de n et est notée
pij- On appelle probabilité de transition cette grandeur.

Exemple 17 (Ruine du joueur). On se donne 2 joueurs A et B qui commencent
avec les capitaux respectifs a et b €. A chaque pas, on tire a pile ou face. Si
pile, B donne 1 € a A. Si face sort, A donne 1 € a B. Le jeu s’arréte lorsqu'un
des deux joueurs est ruiné.

On pose s = a+b. Afin de caractériser les états de la chalne, on considérera
le capital du joueur A. L'espace des états est donc [[0,s].
Soit (i,j) € [[0,s]2. Les probabilités de transition s’expriment de la facon
suivante :
p (pile) sij=i+1,i#0
_)q(face) sij=i—1,i#s
LA sii=0oui=s
0 dans les autres cas

7.2.1 Matrice associée a une chaine de Markov finie

Soit une chaine de Markov avec r états. La matrice (p;;); je1,72 €St une
matrice stochastique, i.e.

Vie[1,r], Zpij =1
j=1
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Dans l'exemple 17, cette matrice est de la forme :

(10000 ..00 0)
q 0p 0O 000
0qO0poO 00 0
00gq 0 p 00 0
00000 ..qgO0p
\0 0000 ..00 1/

avecp+q=1.

Définition 21. Soit P = (p;;) une matrice carrée d’ordre r. Cette matrice est
dite stochastique si :

- V(l7.]) € [l:ls r:[|2’ pl] € [Os 1]5
- Vi (S [[1, T']], Z;:lpij = 1.

On pose Q(n) une distribution de la probabilité des états a la transition n
telle que

Q(n) = (q:(n),...,q;(n)...,q,(n))

ol g;(n) est la probabilité d’étre dans I'état i a la transition n. Ainsi, on a :

¢(n+1)=> q(py
k=1

Si on note P la matrice des probabilités de transition, on a :

Q(n+1)=Q(n)P
Q(n) =Q(0)P"

7.2.2 Graphe associé a une chaine

Le graphe associé a une chaine est le graphe G = (X, U) tel que :
— les sommets sont les états de la chaine;
— larc (i, j) appartient a U ssi p;; > 0.

Exemple 18. Prenons la matrice P suivante :

1 1 1
3 05 03
0lolo
| X 1 1
P_2?4(1)4
0 ;030
10000
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S
o =

FIGURE 7.1 — Chaine de Markov

Le graphe associé est celui de la figure 7.1. On constate ici que celui-ci
comporte deux composantes connexes.

Exemple 19. Dans le probléme du ruine du joueur (cf. exemple 17), le graphe
associé est celui de la figure 7.2.

p p

p P P
(0L (ILX2IX3) - (=1 T+ D) - (=1 s
Y Tq g q 7 q 9

1 1

FIGURE 7.2 — Graphe associé a I'exemple 17

7.2.3 Classification des états

Définition 22. Soient E,,E,,...,E, des états. On définit une relation d’équi-
valence R telle que :

E;RE; < 3I(m, n),pgl)

>0 et p™

i >0

ol pg.l) est la probabilité de passer de i a j en n transitions. Autrement dit :
E,RE; < il existe un chemindeiajetdejai

Propriété 18. Le terme pg.l) est le terme (i, j) de la matrice P".
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Définition 23 (Etats communicants). E; et E; sont deux états communicants
ssi E; RE;. On peut alors partitionner en classes d’équivalences appelées classes
d’états communicants. 1l s’agit alors des composantes fortement connexes du
graphe associé.

Définition 24 (Ensemble fermé d’états). C est un ensemble d’états fermé si
VEi S C, VE] ¢ Cipij == O.
Si C est un singleton, son unique élément est appelé état absorbant.

Définition 25. Une chaine irréductible est une chalne qui ne contient pas de
sous-ensembles fermé d’états.

Propriété 19. Dans une chaine irréductible, tous les états communiquent.

Démonstration. Supposons que E; et E; ne communiquent pas (par exemple,
on ne peut atteindre E; a partir de E;). Soit C I'ensemble de tous les états que
on peut atteindre a partir de E;. Par définition, E; ¢ C, donc la chaine n’est
pas irréductible. m

Propriété 20. Une chaine est irréductible ssi le graphe associé est fortement
connexe.

Définition 26. On note fl.g.”) la probabilité de premier passage, i.e. la probabilité
de passer en j pour la premiere fois au bout de n transitions en partant de i.
On pose également

n

m _ N 0
=D f

k=1

la probabilité, en partant de 1’état i, de passer pour la premiére fois en j avant
la transition n + 1. Enfin, on pose

F;= lim F"

Y nStoeo

Définition 27. E; est un état transitoire ssi F;; < 1. E; est dit persistant si
Fii =1.

Etat périodique (ou persistant)

Pour chaque état E;, on calcule d; = pged{n | pl(l" ) > 0}. 1l S'agit, en fait, du
PGCD de la longueur des circuits passant par 1'état i.

Définition 28. L'état E; est :
— périodique de période d; sid; > 1;
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e

E,, E, transitoires
E;, E, persistants

ﬁ.ﬁ’

FIGURE 7.3 — Etats transitoires et permanents

— apériodique si d; = 1.

Théoréme 21. Tous les états d’'une classe d’états communicants ont la méme
période.

Une condition suffisante de périodicité d’une classe d’états communicants
est la présence d’une boucle sur un des états de la classe.

7.2.4 Distribution limite d’une chaine de Markov finie

On rappelle qu'on a Q(n+ 1) = Q(n)P, donc Q(n) = Q(0)P". Comment se
comporte Q(n) lorsque n tend vers +00 ?

Définition 29. Une chaine est réguliére si elle admet une distribution limite
indépendante de I'état initial.

On note Q* = liIP Q(n).

Théoreme 22 (Condition nécessaire et suffisante de régularité). Une chaine est
réguliére ssi le graphe associé posséde une seule classe finale d’états communicants
non périodique.

Calcul de la distribution limite

Une idée pour calculer Q* est d’'utiliser la formule

Q*=Q(0)P* ou P*= lim P"
n—+o0o
Une autre méthode est d’utiliser le fait que si Q" est la distribution limite,
alors Q* = Q*P. Cela donne un systéme d’équations linéaires. En outre, il faut

que Y. qf=1.
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Exemple 20. Dans le graphe de la figure 20, il y a une classe finale non pério-
dique, donc la chaine est réguliere.
La matrice P de transition est donnée par :

O~ ON I
= QOwiv O

O ON -
O Owi= O

On doit alors résoudre le systeme d’équations

(qy,--->qy) = (q},.--,q,)P
Gt t+a+q, = } )
{ q = %qi+%q§
q = ?ﬁ*‘gqg
q; = §q§+q2
U = 3%
1
:>3q*1‘+§q1‘:1
$ql:qz:quﬁ; q4:1_0

La probabilité de se retrouver dans 'état 1, 2 ou 3 apres un temps infini
vaut 1%, et celui de se retrouver dans I'état 4 vaut %.
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Chapitre 8

Phénomenes d’attente

On se donne un guichet (ou station) qui sert une file de clients (aussi appe-
1és unités). Cette file est illimitée, et on applique la discipline « premier arrivé,
premier servi ».

Les arrivées sont poissoniens, i.e. la probabilité d’arrivée de k clients pen-
dant une durée t vaut

e—At ( A t)k
k!
ou A est le taux d’arrivée.

Les services sont exponentiels, i.e. la durée du service suit une loi de den-
sité ue ™™, ol u est le taux de service.

On souhaite calculer P,(t), la probabilité d’avoir n clients dans le systeme
a l'instant t.

Soit O la variable aléatoire de l'intervalle de temps entre deux arrivées
consécutives. Alors :

F(t) = Pr(0<t) = 1—Py(t)
flt) = e ™ = 1—e™

8.1 Systeéeme a un guichet

Soit X(t) la variable aléatoire du nombre de clients dans le systéeme a t. Il
s’agit d’'un processus de naissance et de mort, avec un taux de naissance (i.e.
un taux d’arrivée) de A et un taux de mort (i.e. un taux de service) de u.

Un régime permanent existe si ﬁ < 1; sinon, les clients deviendront trop

nombreux, et X(t) tendra vers +o0o. En régime permanent, on a vu que :
Ao Ay

P,= lim P,(t)=
t=too My Uy

Py

75
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Ici, tous les A; sont égaux, ainsi que tous les y,;. On rappelle alors qu’on
trouvait

po=1-2
° u

et donc

8.1.1 Nombre moyen de clients dans le systeme en régime
permanent

Calculons le nombre moyen de clients dans le systeme en régime perma-
nent. En d’autres termes : 'espérance de X(t) quand t — +00 :

(-3)i
26
=(1=Z -
u =
AN\ A 1
JEHE
u)p|1-=
B w
AN\ A 1
Uy
_ 2
(1-2)
et donc
o A
n_u—l

Exemple 21. Application numérique : A = 18 clients-h™!, avec une durée
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moyenne du service de 2 minutes (ce qui donne u =30 h™!). On a alors :

n=— =1,5 client
12
18 2
Pp=1—-—=1=
30 5

8.1.2 Nombre moyen de clients dans la file

Cette grandeur est exprimée par :

+T>o +00
=>nP,— > P,
2 n=2

8.2 Systeme a plusieurs guichets identiques

On se donne cette fois S guichets identiques avec le méme taux de service
. On prend une file illimitée, commune aux S guichets, avec la méme dis-
cipline, et les mémes lois que précédemment. On peut ainsi servir S clients
simultanément.

Il s’agit toujours d’un processus de naissance et de mort, avec un taux de
naissance de A, mais cette fois un taux de mort différent :

_)Su sin=S§
Hn = nu sin<S§

Ainsi, en reprenant les calculs vus précédemment :

An
P =—PpD,
Uy ==+ Uy
An .
P, sil<n<S

_ ) nlu®

= n '

WPO Sin 2 S
Sachant que . °° P, =1,0na:

ST /ANt IR ANt ] -1
P(’:(;E(ﬁ) +Z(E) S!SH)

n
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a2 -0 s
u) S!&<\Su u S!1—$

-1

En outre :

d’ou

SPOREE

n )
i S| (1 _ 5)

Un régime permanent est possible a condition que ﬁ <1.

On peut alors recalculer la densité f de la variable aléatoire du temps
d’attente. On obtient alors la probabilité d’attendre plus que 6 pour étre servi.

Combien faut-il alors ouvrir de guichets pour que la probabilité d’attendre
plus que O soit inférieure a une certaine valeur P, ?



Chapitre 9

Fiabilité des équipements

9.1 Généralités

On se donne des équipements pour lesquels on a observé une certaine
fiabilté, et on souhaite optimiser |'utilisation de ces équipements afin de mini-
miser les problemes d’exploitation d{is a des pannes.

Définition 30. Soit T une variable aléatoire. On appelle fiabilité d’'un équipe-
ment la grandeur
v(t)=Pr(T > t)

i.e. la probabilité que I'’équipement fonctionne encore correctement au bout
d’un temps t.

On appelle fonction de mortalité (notée i(t)) la densité de T. Ainsi :
Pr(t < T <t+dt)=i(t)dt
« a1 - ()
—v(t
i(t)=———==—v/(t
i(t) T v'(t)
Le taux d’avarie, noté A(t), est donné par la formule
i(t)de V(1)
v(t) ()

La durée de vie moyenne d’un équipement est donnée par :
+00
t= J ti(t)dt
0

= [—tv(t)]gc"’—f v(t)dt
0

AMt)dt=Pr(t < T <t+dt|T >t)=

79



80 CHAPITRE 9. FIABILITE DES EQUIPEMENTS

Comme tv(t) tend vers O si t — 400, 0n a:

t= f v(t)dt
0

9.2 Formes analytiques de la fiabilité et du taux
d’avarie

On souhaite obtenir des formules explicites pour v(t) et pour A(t). Les
événements de panne sont supposées aléatoires et suivant une loi de Poisson.
Ainsi :

( A t)k e—)Lt

k!

On suppose que le premier événement survenu entraine la panne de ’équipe-
ment . Ainsi, la fiabilité s'exprime par :

Pr(k événements pendant t) =

v(t)=Pr(T > t)
= Pr(0 événement pendant t)

— e—)tt
et le taux d’avarie vaut :
A V(1) de M A
t) = ——— e =
v(t) e M

9.3 Généralisation de la loi exponentielle : 1oi Er-
lang-k

On reprend le modele précédent, sauf que contrairement au celui-ci, k
événements sont nécessaires pour provoquer une panne. Ainsi :

k-1 e—m(lt)n
v(t)=Pr(T >t)=

M

(M)"

N At
i(t)=Ae *— D

1. Ce modele n’est plus souvent utilisé en pratique, mais il s’avere pertinent dans le cas ot
le matériel n’est pas sujet a 'usure.



9.4. MATERIEL D’'USURE 81

9.4 Matériel d’usure

Soit p une fonction croissante. Alors :

A(t) = Ap(t)
—% = Ap(t)
dot
logv(t) = — thp(u)du
0
et donc

v(t) = exp (—)LJ p(u)du)

Exemple 22 (Loi de Weibull). Ici, le taux d’avarie vaut
A(t) = arot*?
d’ou

v(t) = exp(—(At)*)
i(t) = artt* te~ (A"

9.5 Fiabilité des systéemes

On se donne un systeme a n composants, et on voudrait connaitre la fiabi-
lité du systéme, connaissant la fiabilité de chaque composant.

9.5.1 Systéme en série

Le systeme ne fonctionne que si tous ses composants fonctionne. La panne
de I'une d’entre elles entraine la panne du systéeme (ex. : RAID 0).

Autrement dit : de maniere générale, le systéme ne fonctionne que s’il
existe une chaine entre E et S.

Pour chaque composant i, on connait sa durée de vie T;, ainsi que sa fiabi-
lité v;(t). On souhaite calculer T et v(t), qui sont la durée de vie et la fiabilité
du systeme entier.
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(BP0, out

FIGURE 9.1 — Systeme en série

Or:
Pr(T > t)=Pr(T; >t)-Pr(T,>1t)----- Pr(T,>T)

donc
n

v()=] [v(®

i=1

9.5.2 Systeme en parallele

vy(t)

FIGURE 9.2 — Systéme en paralléle

Ici, le systéme contient plusieurs éléments redondants : le systeme ne
tombe en panne que si tous ses composants tombent en panne (ex. : RAID
1). Cela se traduit de maniere identique :

Pr(T < t) = ﬁu —v(0))

d’ou
n

vO)=1-] Ja-w(e)

i=1

Exemple 23. On peut alors imaginer des systémes en série mis en parallele,
ou des systeme en paralléle mis en série. Lesquels sont les plus fiables ?
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9.6 Probabilité de consommation

On appelle consommation le nombre de remplacements d’'un matériel pen-
dant un temps t. Autrement dit :

P, (t) = Pr(effectuer m remplacements pendant t)

= J i(u)-P,_1(t —u) du
0

En appliquant la transformée de Laplace (et en notant I(p) = Li(t)) :

LP. (1) = P,_1(p)I(p)

En appliquant ainsi cette formule récurrente, on a :
Py(p)=V(p)

Py(p) = })Po(p)z(p)

1
Pm(p) - I_)Pm—l(p)I(p)
d’ou
1
P,(p) = JI;I(p)’"v(p)

Il ne reste plus qu’a calculer V(p). Or, sachant que

v(it)=1- J i(u) du
0

on obtient alors

V(p)=1—@
p

et donc

1 m
P,(p)= o (p(1=V(P)"V(p)
=(1-V(p)"V(p)
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Refaire la transformée inverse est fastidieux. Cependant, en appliquant le

cas particulier ot v(t) =e™*, on a

p
V(ip)= ——
() p+A

et donc

p+A) p+A
pr— m—p
(p_f_x)m-i-l

Pm(p):(l_ P )m P

La transformée inverse donne alors

e‘“(?&t)m

P,(t)= -

9.7 Entretien préventif

Une premiere stratégie est de remplacer le matériel des qu’il tombe en
panne, et seulement lorsqu’il tombe en panne.

Une deuxieéme stratégie, cependant, consiste a faire de l'entretien préventif,
en remplacant systématiquement le matériel au bout d’'un certain temps 6, ou
lorsqu’il tombe en panne.

On note P le cotit dfi 4 la panne, et p le colit d’un matériel neuf. A chaque
panne, le colt est de P + p; a chaque remplacement préventif, cela ne cofite

que p.

9.7.1 Calcul du cotit moyen
Stratégie 1 Le colit moyen vaut

p+P

t

Stratégie 2 En notant t, la durée de vie moyenne du composant sachant
qu’il est remplacé tous les 0, on obtient :

p+P(1—-v(0))
fo
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Ezf v(t) dt
0

6 +00
E(,:f ti(t)dt-l—f fi(t) dt
0 0

6
:f v(t) dt
0

Lentretien préventif est intéressant s’il existe 0 tel que :

avec

9.7.2 Conclusion

p+P >p+P(1—v(9))
f0+°° v(t) dt f0+°°v(t) dt

Exemple 24. Dans le cas d’une fiabilité exponentielle v(t) = e~ :

e—AQ

A

P= 2 o =
-3 .=

| e

Alors, 'entretien préventif est intéressant si

p+P(1—e?®) p+P
— <0

1 e—A0

1_ 1
P A
> pe ™ <0

ce qui est impossible. Ce résultat est cependant attendu, car dans ce cas précis,
il n’y a pas d’usure. ..
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Annexe A

Transformée de Laplace

Soit f une fonction définie sur R,. On note Lf (x) ou F la transformée de
Laplace de f, qui est une fonction de C et qui s’exprime par :

+00

Lf(x):p—p J e P f(x)dx

0

Transformées usuelles

La=a
a
Lax = —
p
Le ™™ = P
p+ta

df
Ld—(X) =pLf(x)—pf(0)
X

LJ fwdu= 1Lf(x)
0 p

Le® f (x) = —
p—a
-1
L X e =P
(n—1) (p+a)

x 1
LJ [0 fo(x —w)du = EFl(P)Fz(P)
0
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