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Chapitre 1

Introduction

1.1 Représentation de Preuves en Démonstration Automatique

La démonstration automatique couvre aujourd’hui un grand nombre de domaines. La notion
de preuve qui y est intrinséque a été déclinée par le biais de différents formalismes. D’un cété,
on a les systemes de séquents qui ont été introduits par Ger@eerizgn, 1934 Du fait de
'isomorphisme de Curry-Howard, un certain nombre d’extensions de ces systemes ont été pro-
posées, comme la théorie des types de Martin-Mirfin-L6f, 1984 qui a été la base du calcul
des constructionsJoquand et Huet, 1988PIlus récemment, d’autres extensions ont vu le jour,
comme le calcul des constructions algébriqugsifiqui et al., 199Pou le calcul des structures
[Guglielmi, 2002 Briinnler, 2003http://alessio.guglielmi.name/res/cos/index.html].

De tels formalismes ont permis I'implémentation d’outils de démonstration interactive comme
Coq [Dowek et al., 1991http://coq.inria.fr/].

D’'un autre co6té, les outils de démonstration automatique utilisent des procédures stan-
dards, comme la complétioiKputh et Bendix, 197Pet la résolution Robinson, 196p Celles-
ci utilisent diverses représentations des formules ou des preuves. Ces deux procédures ont
été raffinées pour deux raisons : pour avoir un algorithme plus spécifique, et donc plus ef-
ficace dans des cas particuliers d’application, ou alors pour augmenter I'efficacité bien qu’en
restant dans le cas général. Pour le premier cas, on peut citer les algorithmes de com-
plétion pour des structures algébriques spécifiques (groupes, anneaux, ...) qui sont recen-
sés dansle Chenadec, 1986et la paramodulation qui un raffinement de la résolution dans
le cas ou on a un prédicat d'égalit®dbinson et Wos, 1969 Pour le second cas, la com-
plétion a été étendue a la complétion équationneteef, 1980b Peterson et Stickel, 1981
Jouannaud et Kirchner, 1986induction sans inductionfapur et Musser, 198/0ou la complé-
tion ordonnée L[ankford, 1975 Hsiang et Rusinowitch, 1991tandis que la résolution a été par
exemple raffinée pour donnerliack resolution[Boyer, 197] ou la résolution ordonnée avec sé-
lection [Bachmair et Ganzinger, 20p1

1.2 Bonnes Preuves

Bien qu’utilisant des représentations de formules et de preuves différentes, ces diverses for-
malismes ont un point commun : certaines preuves sont meilleures que les autres, et on peut se
contenter de ces preuves pour démontrer 'ensemble de la théorie. Par exemple, pour le calcul des
séquents, les preuves sans coupures sont souvent considérées comme meilleures que les autres,
puisqu’on peut restreindre I'espace de recherche de preuves a celles-ci grace au théoréme d’élimi-
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nation des coupures. On retrouve la méme idée derriere la résolution ordonnée : certaines preuves,
en l'occurrence les preuves qui applique la régle de résolution uniqguement sur les atomes maxi-
maux, sont meilleures que les autres, et on peut restreindre la recherche d’'une contradiction a
celles-ci puisque la résolution ordonnée reste complete. Enfin, pour la logique équationnelle, les
preuves par réécriture (preuve « en vallée ») sont meilleures d’'un point de vue calculatoire, et on
peut obtenir grace a la procédure de complétion un ensemble d’axiomes équationnels équivalent a
celui donné en entrée mais qui permet de se restreindre aux preuves par réecriture.

Plutét que de séparer I'ensemble des preuves en deux, les bonnes et les moins bonnes, il peut
étre intéressant de munir I'ensemble des preuves d’un ordre qui permet de les comparer. Kirchner et
Dershowitz ont donc proposés daisefshowitz et Kirchner, 20Q4un cadre général, les systemes
canoniques abstraits, pour donner une unité a 'ensemble des formalismes cités précédemment. Les
bonnes preuves sont alors les preuves minimales pour I'ordre donné. L'idée d'utiliser des ordres
sur les preuves a été introduite daBsi¢hmair et Dershowitz, 199f4our prouver la complétude
de la complétion standard.

1.3 Bonnes Inférences

Une fois la notion de bonne preuve définie a I'aide d’'un ordre, il peut étre intéressant d’étu-
dier les mécanismes qui permettent d’obtenir I'ensemble de formules nécessaires pour obtenir les
meilleures preuves. C’est ce que fait par exemple I'algorithme de complétion. Il ne suffit pas de
construire les formules nécessaires aux meilleures preuves, sinon 'ensemble de la théorie convien-
drait, il faut aussi que I'ensemble retourné ne contiennent pas de redondances, c’est-a-dire qu’il ne
contienne pas plus que ce dont on a besoin.

Pour formaliser ceci, la notion de bonne inférence a été introduite dans le cadre des systemes
canoniques abstrait8pnacina et Dershowitz, 20P5Etant donnée une théorie, sa présentation
canonigue correspond a I'ensemble exact des formules nécessaires pour former les bonnes preuves.
Il est suffisamment grand pour pouvoir prouver toute la théorie a partir des bonnes preuves, d’'ou
une notion decomplétudeet méme pour produire toutes les bonnes preuves, d’'ou une notion
de saturation Néanmoins, il ne contient rien de redondant, d’ou une notionotéraction Les
présentations, c’est-a-dire les ensembles de formules, sont transformées a I'aide de mécanismes de
déduction qui permettent d’obtenir la présentation canonique.

Cette formalisation des mécanismes de déduction a été introduite pour couvrir 'ensemble des
complétions existantes, pour lesquelles il existait des preuves de complétude trés similaires, mais
pas de généralisation formelle a ce jour. De plus, il existe également d’autres algorithmes trés
similaires, comme l'algorithme pour trouver les bases de Grobner dans des idéaux polynémiaux
proposeé par BuchbergeB{ichberger, 1968Buchberger, 1983et qui rentreraient donc aussi dans
ce cadre.

1.4 Application des Systemes Canoniques Abstraits

Mon travail lors de ce stage a été de vérifier que la cadre des systéemes canoniques abstraits
pouvait s’appliquer a des cas concrets. En effet, cette théorie a été développée de facon la plus
générale possible, et il est indispensable de s’assurer qu’elle peut bien étre appliquée a I'ensemble
des formalismes qu’elle devait unifier. Deux systémes ont été étudiés : d’'un premier cété, les
systémes de séquents comme par exemple la déduction naturelle, de I'autre la complétion, qui était
a l'origine du développement de ce cadre.
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Le chapitre suivant présentera tout d’abord le cadre des systémes canoniques abstraits telle qu’il
a été proposée danBérshowitz et Kirchner, 20Q8onacina et Dershowitz, 2003Pour I'appli-
guer a des systemes de séquents comme la déduction naturelle, il s’est avéré que ce cadre devait
étre généralisé. J'ai donc proposé une généralisation qui permette de traiter de tels systémes tout en
restant compatible avec le cadre initial. Cette généralisation sera ensuite appliquée a la déduction
naturelle, et je présenterais un ordre sur les preuves tel que les bonnes preuves correspondent aux
preuves sans coupures.

Dans un deuxiéme temps, je me suis intéressé aux diverses complétions, notamment la complé-
tion close [Gallier et al., 1993Snyder, 198Pet la complétion standard&huth et Bendix, 197D
Il avait déja été demontré danS¢rshowitz, 200Bque la complétion close est bien une instance
du cadre des systemes canoniques abstraits. Toutefois, la preuve présente surtout les points es-
sentiels, et est par conséquent plutot elliptique. On trouvera dans la seconde partie, au chapitre
8 une preuve détaillée et originale. Je me suis ensuite intéressé a la complétion standard, ce qui
m’a conduit a comparer plusieurs types de représentation des preuves en logique équationnelle,
a savoir des termes de preuves comme diresgguer, 19920u des preuves par remplacement
d’égal par égalBachmair et Dershowitz, 1994 a question intéressante est de savoir si ces deux
représentations conduisaient aux mémes présentations canoniques ou non. Lepagstetera
donc une comparaison de ces deux représentations, puis j'utiliserai la plus adaptée pour démontrer
gue la complétion standard rentre bien dans le cadre des systémes canoniques abstraits.

On trouvera dans la deuxieme partie de ce rapport une version plus détaillée, rédigée en anglais.
En particulier, le chapitré présente quelques notions mathématiques utiles, ainsi que les notations
utilisées dans ce rapport.



Chapitre 2

Systemes Canonigques Abstraits

Dans ce chapitre, je présente tout d’abord le cadre des systemes canoniques abstraits. Ensuite,
si on essaie de I'appliquer a des systemes de séquents comme la déduction naturelle, on s’apercoit
qu’il faut le généraliser de fagon a ce qu'il puisse traiter des formalisme logiques dans lesquels les
hypotheses des sous-preuves peuvent étre différentes de celles de la preuve initiale. Je propose une
telle généralisation, et je I'ai ensuite appliquée au cas de la déduction naturelle.

2.1 Systemes de Preuves qui préservent les Hypotheses

Je présente dans cette section le cadre des systemes canoniques abstraits, telle qu’elle a été
définie dans Pershowitz et Kirchner, 20Q8onacina et Dershowitz, 200)5que I'on consultera
pour les démonstrations. Les démonstrations présentées ici sont originales, a moins qu’il en soit
indiqué autrement par une référence.

2.1.1 Définitions et Postulats

On considére deux ensembles : I'ensemble des formilsar un vocabulaire fixé, et I'en-
semble des preuvéi Ces deux ensembles sont reliés par deux foncti¢ffs™: P — 24 donne
les hypothéses d’'une preuve, tandis flig : P — A donne sa conclusion. Ces deux fonctions sont
étendues a un ensemble de preuve de facon usuelle. Lensemble des preuves construites a partir
d’'un ensemble d’hypothésésC A est noté

Pi(A) = {peP:[pP"CA}

A ceci s'ajoute deux ordrescethériensur les preuves : I'ordre- permet de comparer les
preuves, tandis que est une relation de sous-preuve. Ces deux ordres sont mis en relation grace
au postulak présenté dans la secti@il.3 On suppose que ne sont comparées que les preuves
qui ont la méme conclusiorp(> q=- [p|ci = [dcI)-

On utilise le termeprésentatiorpour désigner un ensemble de formulegustification pour
un ensemble de preuves. Le terthéorieest réservé aux présentations déductivement fermée :

Définition 2.1 (Théorie). ThAdésigne la théorie associée a une présentation A, c’est-a-dire I'en-
semble des conclusions des preuves construites a I'aide de formules de A :

ThA = [PI(A]a = {[pla:peP, [pPMC A}

14
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Les théories sont monotones :

Proposition 2.1(Monotonie) Pour toutes présentations A et B :
ACB=ThACThB

En plus de ceci, on suppose les deux postulats suivants :

PosTULAT A (Réflexivité).

Pour toute présentation A :
ACThA

POSTULAT B (Fermeture).

Pour toute présentation A :
ThThAC ThA

Des présentations et B sontéquivalenteg¢A = B) si et seulement ShA=ThB

Définition 2.2 (Preuves Minimales). Lensemble des preuves minimales d’une présentation A est
défini comme I'ensemble des preuves minimales pour > de Pf(A)

WPf(A) = {pePf(A): =3q€ Pi(A). p>q}

Définition 2.3 (Présentation Canonique). Lensemble des preuves en forme normale d’une présen-
tation A est 'ensemble des preuves minimales de la théorie ThA

Nf(A) = uPi(ThA)

La présentation canonique contient les formules qui apparaissent comme hypothéses dans les
preuves en forme normale.
|
A= [Nf(A)PT

On dira que A est canonique si A = Al

On peut étendre 'ordre sur les preuves aux justifications :

Définition 2.4 (Meilleures Preuves). La justification Q est meilleure que la justification P si

PIQ 'z VpePdgeQ.p>q

Elle est bien meilleure si

P2Q VpePdgeQ. p>q

Les justifications sont similaires si :
[
P~Q = P3IQIP

Ces relations sont compatible§3 o 1) C3, (J o ~) CJ, etc.
Onaalors:
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Proposition 2.2. Pour toutes présentations B :
Pf(A) O Pf(AUB)

Pour toute justification P :
P I uP

On peut ensuite étendre ceci aux présentations :

Définition 2.5 (Présentations plus simples). La présentation B est dite plus simple qu’une présen-
tation équivalente A si elle permet de construire des preuves meilleures :

A-B = ThA=ThBA Pf(A) JPf(B)

Les présentations sont similaires si leurs preuves le sont elles aussi :
!
Ax~B = Pf(A) ~Pf(B)

On peut ainsi caractériser la présentation canonique en terme d’ordre :

THEOREME 2.3.
La présentation canonique est la plus simple :

A=B=B~ A

2.1.2 Complétude, Saturation et Redondance

Définition 2.6 (Saturation). Une présentation A est saturé si elle permet de produire toutes les
preuves en forme normale :

Pf(A) O Nf(A)
Définition 2.7 (Complétude). Une présentation A est compléte si on peut obtenir une preuve en
forme normale pour tout théoréme a partir de A :

ThA= [Pf(A) NNf(A)]c

Proposition 2.4. Une présentation est compléte si elle est saturée.
Le théoréme suivant relie la canonicité et la saturation. Tout d’abord, on a :

Lemme 2.5. Une présentation est saturée si et seulement si
MPf(A) = Nf(A)

THEOREME 2.6.
Une présentation est saturée si et seulement si elle contient sa propre présentatipA’. £n
particulier, A est saturée.

De plus, la présentation canoniqué ést le plus petit ensemble saturé : aucun sous-ensemble
strict de A est saturé.

Enfin, si A est saturé, tout sur-ensemble équivalent I'est aussi.
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La définition qui suit permet de donner une quatrieme caractérisation des présentations cano-
niques, comme lemmes non-redondants. Les formules qui peuvent étre retirées d’une présentation
sans rendre les preuves plus mauvaises sont « redondantes » :

Définition 2.8 (Redondance). Une formule r est redondante par rapport a une présentation A si :
AZA\Lr}
Lensemble des formules redondantes d’une présentation A sera noté de la fagon suivante :
RedA = {reA:tAZA\{r}}
Une présentation A est contractée si Red A= 0

L'ensemble des formules redondantesgisbalementedondant :

Proposition 2.7. Pour toute présentation A :
A~ A\RedA

THEOREME 2.8.
Une présentation est canonique si et seulement si elle est saturée et contractée.

2.1.3 Sous-preuves et Inférence

On introduit maintenant la notion de sous-preuve, c’est-a-dire qu’on iwarun ordre noe-
thérient>. On dit qu'une preuve edtiviale quand elle prouve son unique hypothése et qu’elle
ne contient pas de sous-preuve stricte, c’est-a{gife" = {[p|ci} et p>qg= p = g. On note
a la preuve triviale d’une hypothesec A, etA I'ensemble des preuves triviales pour toutes les
formules deA.

On suppose que les preuves utilisent leurs hypotheses (pdsStutate les sous-preuves n’uti-
lisent pas d’hypothéses nouvelles (postlipet que I'ordre sur les preuves est monotone vis-a-vis
de la relation de sous-preuve (postuat

POSTULAT C (Trivia).
Pour toute preuve p et toute formule a:

]Pm

ace[p"=pra

PosTuLAT D (Monotonie des Hypothéses des Sous-Preuves).
Pour toutes preuves pet(Q:
P P
pq=-[p "2 [

PosSTULAT E (Remplacement).
Pour toutes preuves p, getr :

p>q>r = 3ve Pi([pP™uUr]P™). p> vt

On a alors une nouvelle caractérisation des présentations canoniques comme ensemble des
conclusions des preuves triviales minimales.
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Lemme 2.9. Pour toute présentatiofiPf(A)]P™ = [uPf(A) NAlg

THEOREME 2.10.
Pour toute présentation A,
A = [NF(A)NThA

A = Nf(A)N ThA

La proposition suivante est une conséquence du posiulat

Proposition 2.11(Minimalité des Sous-Preuvedpour toute présentation A, pour toutes preuves

p,d,
p>qg A p € puPf(A) = g€ uPf(A)

On s’intéresse maintenant aux mécanismes de déduction :

Définition 2.9 (Mécanisme de Déduction). Un mécanisme de déduction ~» est une fonction qui
associe une présentation a chaque présentation.

Une suite de présentations Ag ~ A1 ~» - - - est appelée une dérivation.

Le résultat d'un mécanisme de déduction est I'ensemble des formules persistantes :

Ao = liminfA; = |J A

J—>00 . ..
j>0i>]
On définit aussi 'ensemble des formules générées :
A =UA
i>0

Définition 2.10 (Correction et adéquation).
— Un mécanisme de déduction ~» est sain si A~ Bimplique ThBC ThA
— Il est adéquat si A~ B implique ThAC ThB.
— Il estles deux si A= B.

Définition 2.11 (Bonté). Un mécanisme de déduction ~» est bon si les preuves deviennent
meilleures :

En d’autres termes, Pf(A) 3 Pf(B) quand A~ B.
Une dérivation Ag ~ A; ~» --- est bonne si A; 2~ Aj+1 pour tout i.

Proposition 2.12.Si une dérivatio{ A }i est bonne, alors sa limite permet les meilleures preuves :
A, ~ Aw

On peut ensuite étendre les notions de complétude, de saturation et de redondance aux dériva-
tions :

Définition 2.12 (Dérivation Canonique).
— Une dérivation {A; }i est complétante si A, est compléte.
— Elle est saturante si A, est saturée.
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— Elle est contractante si A, est contractée.
— Elle est canonique si elle est a la fois saturante et contractante.

THEOREME 2.13.
Une bonne dérivation est canonique si et seulement si

A=

On introduit aussi une notion d’équité uniforme, qui correspond a la notion de saturation :

Définition 2.13 (Equité uniforme). Une bonne dérivation est uniformément équitable si
As\ AL T PF(A.)

Proposition 2.14. Si une bonne dérivation est uniformément équitable, alors sa limite est saturée.

2.2 Genéralisation pour I'Application a des Systemes de Seé-
quents

2.2.1 La Déduction Naturelle

La déduction naturelle a été introduite par Gentzen comme une alternative plus « naturelle » au
calcul des séquents qu’il a également défini d&@entzen, 1934

On trouvera dans la sectiah2.1la définition des formules et des preuves en déduction natu-
relle intuitioniste. Il est important de noter que les preuves sont représentées patedess, et
gue la notion de sous-preuve correspond quasiment a la notion de sous-arbre, mais est étendue de
la maniére suivante pour satisfaire le post@at

Définition 2.14 (Sous-Preuve en Déduction Naturelle). On définit la relation de sous-preuve > en
déduction naturelle comme la plus petite relation réflexive et transitive telle que :
— sigestun sous-arbre de p, alors p &> Q;

Ax>7 AX

— pour toutes formules A, B et ensemble de formules ', A B >AFA

2.2.2 Maodification du Cadre des Systemes Canoniques Abstraits

On veut appliquer le cadre des systémes canoniques abstraits comme défini dans la section
précédente a des systemes de séquents comme la déduction naturelle.

Les postulat®\ et B sont des conséquences bien connue des régles d’'inférence données dans
la figure7.1page58.

La vérification du postulat provient de la définitior2.14

Le postulatD, par contre, ne convient pas a ces systemes de preuves, a cause de la régle
d’inférence d’introduction d’une implication

rAFB

FFA—BAPS

Dans cette section je généralise le cadre des systémes canoniques abstraits de facon a ce qu'il
soit applicable aux systemes de séquents. Pour cela, on supprime totalement le Po#ttdat
alors modifier le postuldE de la maniére suivante :
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POSTULAT Egen (Remplacement Généralisé).
Pour toutes preuves p, getr :

p>q>r = 3ve PH([p/PU ([r]P™\ [qP™). p>vi>T

L'idée derriere ce postulat est que les hypothésagstnt de deux sortes : les premiéres sont
celles dep, les autres proviennent de la construction de la preuve. Il faut donc supprimer ces
dernieres dans la preuve résultant du remplacement de la sous-figarvene preuve meilleure
dansp. On obtient donc une preuve daPi{[p]"™uU ([r]P™\ ([q]"™\ [p]P™))) = Pf([p]"™u ([r]P™\
[g]P™). Pour mieux comprendre, le mieux est de se reporter a I'exefnple

Remarque:On a bien une généralisation conservative du cadrépfafu ([r]”™\ [gq]P™C [p]P™U
[r]P™, et si on suppose en plus gi@™™ 2 [g]P™, on a l'autre inclusion fp]"™uU ([r]P™\ [g]P™) D
[PPPU([r]P™ [pIP™) = [pPmU )P

Exemple2.1: Si on considere la preuve suivante en déduction naturelle :

A,BI—AA:\b
AFB—A TR
p=FA—-B—A

La sous-preuve

A,BFAA:\b
q=AFB—A "3

peut étre remplacée par la preuve « meilleure »

r—=AB_AFB_A

ce qui donne la preuve

AX

AB—-AFB—A
Abs

v=B—-AFA—-B—-A

On peut voir quev € PE([p]P™U ([r]P™\ [oP™) = Pf(0U ({A,B — A} \ {A})) = Pf({B — A}).
La preuve obtenue par remplacemesttisfait les hypotheses du postuigt, comme attendu.

Il faut aussi généraliser la propositi@riL1, car on n’est plus assuré que quanest dan$f(A),
ses sous-preuves s’y trouvent aussi. On peut par exemple utiliser la proposition suivante :

Proposition 2.15(Minimalité des Sous-Preuves EtenduBdur toute présentation A,
p>qgA p € PPf(A) = q € uPf(AU[q™™)

Démonstration.Si p = g, c’est trivial.

Sinon, on suppospr>q et p € uPf(A). Par I'absurde, supposons gu'il existe une preudans
Pf(AU [g]P™) telle queq > r. On a alorsp > q > r, donc d’aprés le postulat de remplacement
généraliségen, il existev € Pf([p]P™u ([r]P™\ [g]°™)) tel quep > v > r. Par hypothésg]P™ C
AU [g]P™, donc[p]PMu([r]P™\ [g]P™) C A et par conséquentc Pf(A), ce qui entre en contradiction
avec la minimalité dep dansA. O

Remarque:C’est bien une généralisation de la propositiohl: si on suppose le postulBt, et si
p > getpec uPf(A), alorsAu [gPM = A

Le lemme2.9nécessite quant a lui une démonstration différente de celle donnée avec la théorie
originale.
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Lemme 2.9. Pour toute présentation AuPf(A)]P™ = [uPf(A) N Al

Démonstration.Pour le sen®, c'est trivial car[uPf(A) NAlc) = [UPf(A) NAlP™ et par monotonie
de[-]P™
PourC, on montre tout d’abord que

—

[WPT(A)[P™ C uPf(A) (2.2)

c’est-a-dire que pour toate [UPf(A)]PMon ad < puPf(A) : soitac [uPf(A)]P™, alors par définition
il existe p € uPf(A) qui utilisea comme hypothése( [p]™™). En utilisant le postulat on obtient
p > a D’aprés la propositioR.15 a < uPf(AU{a}) = uPf(A). (a € [uPf(A)]PMimpliqueac A))
Clairement, on a aussi -
[MPf(A)Pm C A (2.2)
car [uPf(A)]P™ C A et par monotonie de
De (2.1) et (2.2 on obtient{uPf(A)|P™ C UPf(A) NA.
De plus, pour toute présentati@on aB = [B|c) par définition des preuves triviales, donc on

peut conclure avepPf(A)|P™ = [[uPf(A)]PM ¢ C [UPf(A) N A]c par monotonie délg.
[]

D’autres démonstrations ont besoin d’étre modifiées, aussi que certaines définitions. L'en-
semble des modifications nécessaires pour adapter le cadre est détaillé dans 1& 2tion y
trouvera en patrticulier les démonstrations gu’il est nécessaire de changer.

2.2.3 Bonnes Preuves et Preuves sans Coupure

Dans la déduction naturelle il n’y a pas de régle de coupure explicite. La régle de coupure du
calcul des séquents est la suivante :

rN-A I,A-B
(=

Coup

Elle représente I'utilisation d’'un lemnm& utilisé pour prouver la conclusids.
On peut simuler cette régle dans la déduction naturelle en utilisant le schéma suivant :

rA-B
Abs

[FA—B r-A
rFB APP

Le A-terme associé a une preuve de cette forme est du(ype )to, autrement dit, on peut y
appliquer la régle d@-réduction. C’est la raison pour laguelle les preuves qui sont représentées
par desA-termes pour lesquels Brréduction ne s’applique pas sont appelées des preuves sans
coupure.

L'idée est donc de prendre comme ordre sur les preuves la fermeture transitieréellection

:B' Cet ordre est ncethérien a cause de la normalisation forleadlcul simplement typé. i
satisfait egalement le postulggen. On obtient donc le théoreme suivant :

THEOREME 2.16(Preuves sans Coupure Minimales)
Les preuves minimales en déduction naturelle avec I'ordre sur les preuves indiqué précédemment
sont les preuves sans coupure.
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Démonstration.Les preuves minimales sont celles qui ne peuvent p@sréduire, donc par défi-
nition ce sont les preuves sans coupure. O]

Un tel théoréme montre comment le cadre des systemes canoniques abstraits peut s’appliquer
dans un cas concret, bien qu’on ait di le généraliser un peu. Les preuves minimales correspondent
aux preuves sans coupure, qui sont d’un point de vue calculatoire bien meilleures, car on a pas
a deviner les différents lemmes utilisés. C’est une premiére étape pour montrer que le cadre des
systemes canoniques abstraits couvre un large domaine de formalismes logiques dans lesquels il
existe une notion intuitive de bonne preuve.



Chapitre 3

Application a la Complétion Standard

Je m’intéresse ici a la complétion standard, telle qu’introduite par Knuth et Bendix
[Knuth et Bendix, 197D On trouvera également dans la seconde partie une application du cadre
des systémes canoniques abstraits a la complétion close (ct&pitre

3.1 Présentation

La procédure de complétion standard a été introduit par Knuth et Bendix
[Knuth et Bendix, 197]) d'ou son appellation courante. Sa correction a été prouvée pour la
premiere fois par HueHuet, 19804 en supposant une hypothése d’équité. Nous utilisons ici une
présentation de la procédure comme regles d’inférence (voir fRylirecomme on peut le trouver
dans Bachmair, 1987Bachmair et Dershowitz, 1994

Cet algorithme consiste en six régles qui s’appliquent a un cdtykformé d’'un ensemble
d’axiomes équationnels et d'un ensemble de regles de réécriture. Il utilise un ordre de réduction
sur les termess> comme argument. Les régles sont présentées dans ladigure

Depuis Huet, 1980§ la complétion standard est associée a une hypothése d’équité (voir
[Bachmair et Dershowitz, 1994emme 2.8]) : a la limite, toutes les équations sont orientées
(Ex = 0), et toutes les paires critiques persistantes formées a park, dmt été traitées par
Déduit au moins une fois.

Comme on travaille sur des termes avec variable, I'orgsene peut étre total, de telle sorte
gueOriente peut échouer. Par conséquent, I'algorithme de complétion standard peut soit :

— terminer par un succes et renvoyer un ensemble de regles de réécriture confluent et termi-

nant;

— terminer par un échec; ou

— ne pas terminer.

La complétude de la complétion est démontrée ici uniguement dans le premier cas.

3.2 Représentation des Preuves Equationnelles

On s’intéresse maintenant a la fagon de représenter les preuves pour pouvoir appliquer le cadre
des systemes canoniques abstraits. Je compare deux candidats : le premier posséde une structure
d’arbre, et est donc convient bien pour introduire une relation de sous-preuve, tandis que le second

ICPreprésente 'ensemble des paires critiques, voir la défintidBpage4s.
2» représente I'ordre d'inclusion totale, voir la définiti6ri0page46.

23
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Déduit? :
Sis=t € CP(R)
E,.R ~ EU{s=t},R
Oriente :
Sis>>t
Eu{s=t},R ~ E,RU{s—t}
Supprime :
Eu{s=s},R ~ E,R
Simplifie :
Sis?u
Eu{s=t},R ~ EU{u=t}R
Compose :
Sit—su
R
E,RU{s—t} ~ E,RU{s—u}
Combiné? :
Sis — u, etsp v,
vV—WeR
E,RU{s—t} ~ EU{u=t},R

FIG. 3.1 — Regles d’Inférence de la Complétion Standard.

provient d’une preuve de la complétude de la complétion standard, avec un ordre sur les preuves
bien adapté a ce probleme.

3.2.1 Termes de Preuves

Cette représentation provient de la logique de réécriture (Masgguer, 1992 elle est uti-
lisée par exemple dan&irchner et al., 199B. Soit = une signatureE un ensemble d’axiomes
éguationnels @R un ensemble de regles de réécriture basés sur cette signature. On considere I'en-
semble des régles de la logique équationnelle donnée en 8duKees regles définissenttierme
de preuveassocié a une preuve. La notatmnt—t’ signifie quer est un terme de preuve qui

montre que le termeest équationnellement équivalent au tetfme
On remargue que les termes basés sur la signatsoat plongé dans I'ensemble des termes
de preuves en étant formés des rédgR&flexivité et Congruence La régle Réflexivité pour
t—t n’est d'ailleurs pas indispensable, étant donné qu’elle peut étre remplacée par un arbre de
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Réflexivité :

—+
—+
~—+|

Congruence :
m:iti—t ... Thith—t)

f(m, ..., Th) @ fty,... th)—f(tg,...,t))

Remplacement :
Pour toute régle ou axiome équationfet (g(Xa,...,%n),d(X1,...,%X))) € EUR,

M ti—t ... Thith—t)

0Ty, . .., Th) 1 g(t,... th) —d(t,... 1))

Transitivité :
M ti—t To:th—>t3
m,Th . 11 —ot3
Symétrie :
M. t1—to
mwl: to—ot1

FiG. 3.2 — Régle d’Inférence de la Logique Equationnelle

Congruenceisomorphe a. Les deux termes de preuves formés dans ces deux cas sont d’ailleurs
les mémest.

Certains termes de preuves définis ici sont « essentiellement les mémes ». Par exemple, I'opé-
rateur de transitivité ; devrait étre considéré comme associatif, de fagcon a ce que les termes de
preuves(Ty;Th); Tk et Ty; (Th; T) soient égaux. Ceci peut étre obtenu en quotientant I'ensemble
des termes de preuves par les régles de la figixe

Les reglesAssociativité ldentités et Inverse donne a l'algebre des termes de preuve une
structure de groupe. On peut par exemple montrer quer) ! et Ttg qu sont équiva-
lents. On peut également montrer qiigy,..., ) 1 est équivalent 6f(T[1 s, TR — car

fgt,... Y fmgt,. . )t
fm . ) (.., ) f (T, .., TH) L)
(fogt,. ) f (... Tw)); F (T, ) 2
f(rql;m? L) f(m, . T) T
(tla ) (T[17 7T[n)_1
(T[l,... )
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Associativité :
Pour tous termes de preuwg, T, i,

m; (Th;TR) = (Th;Th); TR

Identités :
Pour tous termes de preume t—t’,

Tt =t

Il
|

Préservation de la composition :
Pour tous termes de preumg, ..., T, Ty, ..., TT,, pour tout symbole de fonctiof,

fm, ..., Mym,) = f(m,...,m); f(y,...,m,)

Lemme des Mouvements Paralléles :

E UR, pour tous termes de preumg: t—tj, ..., Th : th—t}),
E(”la---a“h) =

Inverse :

Pour tout terme de preuve: t—t’,

Tl‘,ﬂf_lzt
mwln=t

Pour toute regle de réécriture ou axiome équatiofrelg(xi,...,Xn),d(X1,...,Xn)) €

FiG. 3.3 — Equivalence des Termes de Preuve

3.2.2 Preuve par Remplacement d’Egal par Egal

Cette représentation des preuves a été introduite pBachmair et Dershowitz, 1994
Bachmair, 198Fpour montrer la complétude de I'algorithme de complétion standard, en utilisant

un ordre sur les preuves tel qu’elles décroissent a chaque étape de I'algorithme.

Uneétape de preuve équationnedist une expressi(m%t ousett sont des termeg,est un
axiome équationnel = v, et p est une position dg(s) tels ques;, = o(u) ett = s[a(v)], pour une

certaine substitution.

Une preuve équationnellele sp = t, est une suite finie d’étapes de preuve équationnelle
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(S &ti> telle quetj = 51 pour touti € {0,...,n—1}. On la note
& i€{0,...,n}

S0 S S

Uneétape de preuve de réécrituest une expressicm%t out % sousett sont des termes,
¢ est une regle de réécrituve— v, et p est une position dg(s) tels ques;, = o(u) ett = s[a(v)]p
pour une certaine substitutian

Unepreuve par remplacement (d’égal par égdfsy = t, est une suite finie d’étapes de preuve

Pi

équationnelle et d’étapes de preuve de réécrijuse=it ol Sj € {«—,—,«—}
o /.
: i€{0,....,n}

pouri € {0,...,n} et telle que; = 51 pour touti € {0,...,n—1}. On la note

Po P1 Pn
HS0S1 5192 S Sntn
o h n

3.2.3 Des Termes de Preuve aux Preuves par Remplacement

Pour avoir une correspondance entre ces deux représentations de preuve, on a besoin des régles
d’équivalence sur les termes de preuve définies sur la figudeCelles-ci peuvent étre raffinée
pour donner le systéme de réécriture sur les termes de prew@nné sur la figur&.4, de telle
fagcon que les termes de preuve en forme normale pour ce systéme correspondent exactement aux
preuves par remplacement.

L'associativité est toujours considérée comme une congruence, de telle sorte que le systéme de
réécriture doit étre considéré modulo I'associativité de ; qui sera ratkée systéeme de réécriture
de classes que I'on considére sera donc reté~. Comme ce systeme est linéaire au sens de la
proposition6.9, on peut utiliser le travail deHuet, 1980h

On démontre tout d’abord l'inclusion du systéme de réécriture dans la relation d’équivalence
sur les termes de preuve de la figGr8&.

Proposition 3.1(Correction) Pour tous termes de preuve, Tp, SiTh —Th alors . = To.
s

Démonstration.Comme = est une relation monotone et stable, il suffit en fait de montrer que
™ ~ T iImpliqueTy = To, ce que peut étre fait au cas par cas. [

La réciproque est fausse : par exemgl@1,l2) = f(t1,42); f(¢1,t;) mais on n'a pas
f(l1,02) & f(ty,42); f(gl,té).

Pour montrer la terminaison de / ~, conformément & la propositidh7 on a besoin d’un
ordre de réduction compatible avec I'associativité de ;. La plupart des travaux existant définissent

des ordres de réduction compatibles avec I'associativité et la commutativité, donc comme on n’uti-
lise ici que I'associativité on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. Si AC B alors > est B-compatible impliqgue est A-compatible.

Démonstration.ll suffit de remarquer qus %s > t%t’ impliques’ %s > t%t’. O
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Suppression des ldentités Inutiles :
Pour tout terme de preuve: t—t’,

Séquencage :
Pour tout symbole de fonctioh pour tous termes de preumg: t1—t}, ..., Th : th—t/,,

s'il existei # j € {1,...,n} tel queTs # t; ety #t;j,
f(my,..., ) ~ f(m,ty,.. . t0); fF(t, TR, tn); s F(E, 1, .. )

Remontée de la Composition :
Pour touti € {1,...,n}, pour tousZ-termesty,...,t,, pour tout terme de preuve :
ti—t/, 70 : t'—t’, pour tout symbole de fonctiof,

fty,....TH TG, ..., t0) ~ f(t,...,Th,...t0); f(te,...,7T0,... tn)

Mouvements Paralléles :
Pour toute regle de réécriture ou axiome équatiofrelg(xy,...,Xn),d(X1,...,Xn)) €
E UR, pour tous termes de preuves: ti—tj, ..., Th : th—t}, s'il existei € {1,...,n}
tel querg #tj,

0Ty, Th) ~ L(t1,...,tn);d(TY,. .., Th)
Suppression des Inverses Inutiles :

Pour toutz-termet,
t~1 ot

Inversion de la Congruence :
Pour tous termes, ..., t,, pour touti € {1,...,n}, pour tout terme de preuve : t—t/,

pour tout symbole de fonctioh,

flty,..., 65 tn) ~ ft,..,TE,. . te) 7t

Inversion de la Composition :
Pour tous termes de preumg, To,

(T, TR) ™~ TG 5T

FIG. 3.4 — Systeme de Réécriture pour les Termes de Preuve

On peut par conséquent utiliser I'ordd€-RPO de Rubio et Nieuwenhuis, 199%voir la dé-
finition 6.24page49). On utilise une précédence telle que pour tout symbole de fonttaipour
toute étiquette de régkeon ait/ > f > -~1 >;. LUordre AC-RPO obtenu sera alors noté

On a alors besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3. Pour tout terme de preuvee: t—t’ on am=t ettt >=t’
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Démonstration.Par induction sur la structure du terme de premve

PourRéflexivité, m=t =t’.

PourCongruence 1t= f(1r,...,Th), t = f(t1,...,tn) ett’ = f(t},...,t}). Par hypothese d'in-
duction, pourtout € {1,...,n}, on atg > t;,t/. De plustne peut pas étre réduit en téte en utilisant
les régles §.1), doncsnf(m) = {f(m,...,1,) : Vi, 0 € snf(15)}, tandis que ett’ ne sont pas
réductible. Par conséquence, par définition dﬂﬂhRPO =1,

Pour Remplacement 1t= ¢(Tt,...,Th), t = g(t1,...,tn) ett’ =d(t},...,t}) ou ¢ = (g,d) €
EUR. Avec les mémes arguments que pGangruence on peut conclure que = t,t’ (je rappelle
que/l > g,d).

PourTransitivité,, m=Ty; T ou Ty : t—t” et : t”—t’. Par hypothése d’inductiomy > t

et = t’. Comme>~ est un ordre de simplificatiom - 1, 10 >~ t,t’.
PourSymétrie, t= 17" ou Tt : t'—t. Par hypothése d’induction et commeest un ordre de

simplification,t~ 0 = t'.t. O

Proposition 3.4 (Terminaison) Le systéme de réécriture: de la figure3.4 modulo~ termine
pour les termes de preuves clos.

Démonstration.On cherche a montrer que C-, ce qui implique la terminaison de / ~ :

PourSuppression des Identités Inutilescela provient du fait que- est un ordre de simplifi-
cation.

Pour Séquencage les régles §.1) ne sont pas appliquables sur le c6té gauche, tan-
dis qu'elle méne avec le c6té droit &f{my,to,...,tn), f(t, To,... tn),..., (1], 15, ..., Th)).
On a f >; donc par définition dun RPO on doit montrer que pour tout
i e {1,...,n} on a (..., Th)>rmpof(t],. .., t_1, T, tir1,...,th), c'est-a-dire
(T4,... ,T[n)>lr%)§)(ti, T i, tn). Par hypothése il existe au moins pa {1,...,n}\{i}
tel querty; #tj, ce qui permet de conclure avec le lemme précédent.

Pour Remontée de la Compositionaucun des deux cotés n’est réductible en utilisant les
regles 6.1). On af >; donc on doit montrerf (ty,..., T4, T¢,...,th) >rpof(t1,...,T5,... ,tn) et

fte,....T5; T, ..., th) >rpof(t1,..., T, ... ,tn). Les deux comparaisons sont une conséquence de la

définition d’'un RPO

Pour Mouvements Paralleles aucun des deux co6tés n’est réductible en utilisant
les regles §.1). On a ¢ >; donc on doit montrer {(Tt,...,Th)>rpol(t1,...,th) et
0(Ty, ..., Th)>rpod(T, ..., Th). La premiére comparaison provient du lemme précédent et du fait
gu’il existei € {1,...,n} tel quetg #t; ; la deuxieme tient au fait que> d.

PourSuppression des Inverses Inutilesc’est une conséquence du fait gueest un ordre de
simplification.

Pourlnversion de la Congruence aucun des deux cotés n’est réductible en utilisant les regles
(6.1), donc c’est une conséquencefde -1

ForInversion de la Composition aucun des deux c6tés n’est réductible en utilisant les regles
(6.1), donc c’est une conséquence-dé >;. ]

On peut également montrer la confluence :

Proposition 3.5(Confluence) Le systeme de réécriture est confluent module sur les termes
de preuve clos.

Démonstration.Comme ~ / ~ est linéaire et termine, il suffit que les paires critiques sont
confluentes (voir la propositiod.9 page50).
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Pour o il est facile de montrer pour la plupart des paires critigues qu’elles

sont bien confluentes. Je détaille ici la plus problématique. Pour deux applications im-
briguées deSéquencage on a par exemple pouf(g(vi,...,Vm),Th,...,Ty) qui peut étre
réécrit en f(g(vi,...,Vm),t1,...,tn); F(O(S1,...,Sm), T, ..., tn);...; F(O(SL,-..,Sm), 11, .., Th)
et en f(g(vi,...,Sm);...;0(Sy,..-,Vm),T,...,Th). Tous les deux se réécrivent en
f(9(V1,..-,Sm);--;0(Sy- -, Vm)ste, .o, tn); F(9(SL, -+ -, Sm), T, - te)s oo F(O(SL, -+ -, Sm), t, -+ -, Th).
Pour?oT, les seules régles qui interferent avecsontSuppression des Identités In-
utiles, Remontée de la Compositioret Inversion de la Composition On peut montrer que les
paires critiques résultant de ces régles sont confluentes. O

Le systeme de réécriture de termes de prewv@ous donne une correspondance entre les
termes de preuve et les preuves par remplacement : les formes normales des termes de preuve
pour ce systeme correspondent en effet exactement aux preuves par remplacement. Ceci est ex-
primé dans le théoréme suivant, qui est par conséquent une généralisation du lemme 3.6 de
[Meseguer, 1992pour la logique équationnelle, pour laquelle on a opérationnalisé la fagon de
construire la chaine de « réécriture séquentielle par étape ».

THEOREME 3.6 (Correspondance entre les Représentation de Preuves)

La forme normale pour le systéme de réécriture de classg ~, notée nfm), d'un terme de
preuvert a la forme suivante :

il existe ne N, des contextesl, ..., wy|[], des indicesii, .. .,in € {—1,1}, des étiquettes de régles
(1,...,lnetdes termegt... th ...t ... th tels que

Nf(r) = (Walla(td,....th D)™ (Walln(tD, ... th )])'n
ouv! est une notation pou.

Un tel terme de preuve correspond a la preuve par remplacement suivante :

p1 P2 Pn
wi[g1(t, .- -ty ?1W1[d1(t11,...,t§11)] 72---Wn[gn(tf,...,tr?h)]?nwn[dn(t{‘,...,tgh)]
1 2 ‘n
ou pour tout je {1,....,n}ona:
- £j=(9;,d)),
— pj est la position d¢| dans w(],
— siij=1et{; eR,
—- 5j= «— siij=-let/;eR,
«—— siljcE.
- : . - "
= sij#n,wildj(t], . th)] = Wisalgiealty )]

Démonstration.ll faut d’abord vérifier que les termes de preuve de la forme proposée sont bien
irréductibles, ce qui est laissé au lecteur.

Considérons maintenant un terme de preuve irréductible. Comme on ne peut pas appliquer
Séquencaggil y a au plus un ; sous chaque symbole de fonction. Comme on ne peut pas appliquer
Remontée de la Compositionil n'y en a en fait aucun. Commiaversion de la Composition
et Inversion de la Congruencene peuvent pas étre appliquée, téssont appliqués entre ; et
les symboles de fonction. Les termes de preuve irréductibles sont donc des applications de ; sur
éventuellement?® sur des termes de base formés a partir de symboles de fonction et d’étiquettes
de régle.
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Comme on ne peut pas appliqguBuppression des ldentités Inutilesni Suppression des
Inverses Inutiles, il y a au moins une étiquette de regle dans chacun de ces termes de base. Comme
on ne peut pas appliqu&équencageil y en a au plus un. Comme on ne peut pas appliquer
Mouvements Parallelesles étiquettes de regle sont appliquées aXdesrmes. Par conséquent,
chaque terme de base contient une et une seule étiquette de régle appliquEderites.

On obtient bien la forme voulue. O

Exemple3.1 Sitt= f(£1(¢2), (¢3;r)~1) olly : g(X)—d(X), f2:S=t,l3:1—r,Ona:

m— f(l1(s);d(¢2), ) (Mouvements Paralléle}
— F(0a(s);d(b2).1); F(d(D), (¢37) ) (Séquencagp
i f(¢1(s);d(¢2),r); f(d(t), r—l;égl) (Inversion de la Composition
i f(¢1();d(£2),r); F(d(t),r; 63 (Suppression des Inverses Inutilés
ﬁ f(¢1(s);d(£2),r); F(d(t),£570) (Suppression des Identités Inutile}
. f(1(s),r); f(d(42),r); f(d(t),ﬁgl) (Remontée de la Compositioh
: f(L1(s),r); F(d(£2),r); f(d(t),¢3)~? (Inversion de la Congruencg
6:1 obtient ainsi la forme normale, qui correspond a la preuve par remplacement

f<g<s>,r>f f<d<s>,r><;—j> f(d(t)w)% f(d(), ).

Grace a ce théoreme, les formes normales des termes de preuve seront considérées dans la suite
indifféremment comme des termes de preuve ou comme des preuves par remplacement.

3.2.4 Représentation de Preuve Utilisée

Pour appliquer la théorie des systemes canoniques abstraits, on utilisera la représentation par
termes de preuvet la relation de sous-preuve sera alors cellsales-terme

3.3 Ordre sur les Preuves

La représentation des preuves par remplacement a été défini par Bachmair
[Bachmair et Dershowitz, 1994pour introduire un ordre sur les preuves : étant donné un

p
ordre de réductions>, a chaque étape de preustsst est associé unolt Le colt d'une étape
¢

de preuve équationnelleﬁt est le triplet({s,t},u,t). Le colt d’'une étape de preuve de

réécrituresu—p\;t est({s},u,t). Les étapes de preuve sont comparées les unes aux autres d'apres

leur codt, en utilisant la combinaison lexicographique de I'extension multi-ensesg|g; de
I'ordre de réduction sur les termes sur la premiére composante, I'ordre d’inclusionsosalela
deuxieme, et I'ordre de réduction sur les termessur la derniere. Les preuves par remplacement
sont comparées comme le multi-ensemble de leurs étapes de preuves. Pour deux preuves par
remplacemenp etd, on noterap >rempd Si p est plus grand que pour cet ordre.

En utilisant le théoréma8.6, on peut traduire I'ordre que I'on vient de définir aux termes de
preuves :
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Définition 3.1 (Ordre de Bachmair pour les Termes de Preuves). Pour tous termes de preuves
T, Tk on dira que T, >g Tk Si

Exemple3.2 Soientty = f(éil;ﬂz) et = f(¢3) ouly = a—h, ¢, =a—cetlz=b=c, et
supposonsa > b > c.

On anf(m) = f(b)%f(a)%f(c) et nf(mp) = f(b)%f(c). Le colt denf(m) est
{{f(@},a f(b),({f(a)},a f(c))}, celui denf(mm) est {({f(b),f(c)},b,f(c))}}, donc
Nf(T) >rempn f(TR) ety >p .

Néanmoins, on ne peut pas espérer étendre un ordre RPO Zteleses vers un RPO> o
sur les termes de preuve de telle fagon gueet >y, coincident sur les formes normales des
termes de preuves :
Contre-exempl&.3: Soit la signature = {f1,a°% b° c°} ou les exposants des symboles de fonc-
tion dénotent leur arité. Soit une précédefice a > b > c, on s'intéresse a I'ordre RPO construit
sur cette précédence.

Soit/¢ = f(a)—cetlp, =b—c.

On cherche maintenant a étendre la précédengeed/y, de facon a obtenir un RPO sur les
termes de preuve qui coincide aveg. Si/t < ¢, f(a) %c >rempb€i>c mais <rpolp.
f b

Si on supposé > /¢ >/, on af(a) %c >remp f (D) L. t(0) mais/s <rpof (£b)-

f lp
Si on supposels > f, et {; > f, alors f(f(b))%f(f(c)) >remp f(a)%c mais
b f

f(f(lp))<rpols-

Cette extension est donc impossible, il n’existe pas d’extensionglesur les termes de preuve
de telle sorte que pour tout termes de prenygn on aitnf(m)>rpon f(TR) si et seulement si
nf(mm) > nf(m).

Pour appliquer la théorie des systémes canoniques abstraits, on prendra comme ordre sur les
preuves l'ordre>g restreint aux termes de preuve de méme conclusion.

3.4 Vérification des Postulats

Les postulatsA, B, C et D sont trivialement vérifiés. Seul le postulatdemande un certain
effort.
On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.7.Pour tout symbole de fonction f d’ariténl, pour tous termes de preuves ..., T,
getr,

g > rimplique f(my,...,q,...,Th) > f(14,...,r,...,Th)

Démonstration.Supposons g > r, par definition nf(q) >remp nf(r). Pour comparer
f(rm,...,q,...,T) et f(m,...,r,...,Ty), on doit les transformer en preuves par remplace-
ment

30u mieux UNAC-RPO
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Ona
f(m,...,q,....,Th) —* f(m,ty,..ta);.. s F(t, ..., tn)s e F(H, .., TT)

S

—* f(m,ty,. L tn); . (L. nf(Q), ) F(E, L TH)

>

Ensuite, shf(q) contient ; le terme souligné sera décomposeRmmontée de la Composi-
tion. S'il contient 1 la réglelnversion de la Congruencesera appliquée. Des termes en dehors
du terme souligné seront éliminé p&uppression des Identités Inutileset la forme normale
ressemblera a

(Tt ot (O t) Y F (e Omy - t) ™ F (L TT)

avecnf(q) = gf;...;qin.
La méme chose va se passer pougt par conséquent, pour comparer les preuves initiales, il
suffit de comparer les termes soulignés.

Le colt de nf(q) est de la forme {({si},u1,h1),...,({Sm},Um,hm)}-

Celui de f(t, ..., 01, tn)'% . F (], o, Om, ..o, ta)'m sera alors
{ g, os, .t Foug, F(t, . he, ), (P (8- Sme - ta) o um, (B, homy o te)) )
Pour nf(r) il seront respectivement {({gi},vi,d1),...,({9p},vp,dp)} et

LA, 00t ove, F(, . dg, o tn)s e (P (L -2, s - ta) o vp, T dps e tn)) )
>, qui est utlisé pour comparer les composantes des colts qui

sont modifiees par [Iapplication def, est un ordre de reduction, donc

nf(q) >remp nf(r) implique f(t,....01,--t)'% . F (], Om, - t)'™  >remp

f(t,....r1,.. )L F (], T, th)'P, H
On peut montrer la méme chose pour les étiquettes des regles :

Lemme 3.8. Pour toute étiquette de réegle pour tous termes de preuve, ..., T, g et r,

g > rimpliqguel(ty,...,q,...,Th) > (Ty,...,r,...,Th)

Démonstration./(1y,...,q,...,T) et {(Ty,...,r,..., ) peuvent étre réduits paouvements
Parallelesen/(ty,...,tn);d(Ty,...,q,...,Th) etl(ty,...,ty);d(my,...,r,...,T,). On peut conclure
en utilisant le lemme précédent.

O

On peut alors montrer

THEOREME 3.9 (Postulate pour les Preuves Equationnelles)
Pour toute position i, pour tous termes de preuvestgls que ic p(p),

p;i > r implique p> p[r;

Démonstration.On peut prouver ceci par induction suPouri = € c’est trivial. Pouri # €, par
hypothése d’induction le résultat est vrai pour tous les sous-preuves@eansidérons la téte de
p:

— pourSymétrie, c’est trivial ;

— pour Transitivité, ceci provient du fait que les preuves équationnelles sont comparées

comme le multi-ensemble de leurs étapes;
— pourCongruence c’est un corollaire du lemmg.7;
— pourRemplacement c’est un corollaire du lemme.8.
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3.5 Complétude de la Complétion Standard

3.5.1 La Complétion Standard est Saine et Adéquate

Ceci est montré dang8pchmair, 1987lemme 2.1] : sE,R~ E'.R, alorsﬁ etﬁ sont
U
les mémes relations. Pour démontrer ceci, il faut le vérifier pour chaque regle d’'inférence de la

complétion standard (figui 1), ce qui est laissé au lecteur.

3.5.2 La Complétion Standard est Bonne

Ceci est montré dan®8pchmair, 1987lemmes 2.5, 2.6] : §£,R~+ E’,R/, alors les preuves
danskE, R peuvent étre transformée en preuves dank en utilisant les regles suivantes :

S«——t —» s—t

[24
S«——t - S— U+t
E [24 E’

S+—S —» S
S«—U—t —» S«—t
R R E’
* *
S?u?t —» S—V+«—1t

S—t » S—V«+——t

R 24 R
S—t » S—V«——t
R 24 E’

Comme— C>, les preuves deviennent effectivement meilleures.

3.5.3 La Complétion Standard est Canonique
Je rappelle que par hypothéese d’'équiig,— 0.

Lemme 3.10. Pour toute dérivatior{E;, R); de la complétion standard,
il
Ey) € Ro

Démonstration.Par contradiction, supposons qu'il exiggeb) € Eg\ R, étiquetée paf. Comme

la complétion standard est adéquate, il exjste uPf(R.) prouvanta=b. Commea=Db ¢ Eg,
£(X1,...,%) € Nf(Eg) = Nf(R) ou (x); de telle sorte que

P> l(X1,...,%n)

— Sl n'y a pas de pic dansf(p), alorsnf(p) est une preuve en vallée, et il est facile de
montrer gu’elle est plus petite quéx,...,Xn), Ce qui entre en contradiction avec ce que
I'on vient de dire.

— S’ily a un pic paralléle (c’est-a-dire s’il y a un terme qui se réécrit dans deux sous-termes

distincts), par exemplg[c, €] (%s[d,e] ﬁ—“s[d, f], alors la preuve par remplacement ou ce
1 (2
pic est remplacé pasic, €| %s[c, f] <€'—s[d, f] est plus petite, ce qui entre en contradiction
2 1
avec la minimalité dg dansPf(Rw).
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— S’ily a un pic critique, alors par hypothese d’équité il existe une ékapela paire critique
résultante est générée féduit. La preuve de la conclusion du pic critique a I'étape 1
est donc plus petite. Comme la complétion standard est bonne, on peut toujours trouver une
preuve plus petite ou égale a celle-ci aux étapes suivantes. A la limite, on peut remplacer
le pic critique par cette derniére dapgour obtenir une preuve plus petite, ce qui entre en
contradiction avec la minimalité dedansPf(Rw).
O

Lemme 3.11.Pour toute dérivatior{E;,R); de la complétion standard qtgrmine sans échec
R. C Ej

Démonstration.Par I'absurde, supposons gqu’il exigeeb) € Re \ Eg étiquetéd. Alors il existe

une preuvep € pr(Eg) telle quel(xy,...,Xn) > pouXx,...,X, sontles variables libres de
Les regles d&. proviennent de I'orientation d’axiomes équationnels@eente, donca>>b.
Le colt del(xy,. .., %) est alors{({a},a,b)}. Considérons I'étape la plus a gauchendgp).

| .
Elle est de la formea = a[d]i ou ¢ = a;;. Si c’esta<d'— a[d]; alors le colt de cette étape de
(cd) —C

preuve est{({ald]i},d,a)}, ce qui est plus grand qu§({a}},a.b)}, ce qui entre en contra-
diction avec le fait qué(xy,...,Xn) > p. Si c’esta<'—d> a[d]; alors le colt de cette étape de preuve
Cc=
est{({a aldi},c,a[d]i)}, ce qui est plus grand qy({a}.a,b) }, ce qui entre en contradiction
avec le fait que/(xy, ..., Xn) > p. Si c’esta—'d> a[d]; alors il y a une paire critiquéb, a[d];) dans
C—
R (on vient juste de montrer qL% C Rw, doncc — d € Ry). Lhypothése d’équité peut donc

s’appliquer, et la régl®educeva produire I'axiome équationnbl= a[d];, qui sera ensuite orienté
puisqu’il n'y a pas d’échec, ea—b € R, sera simplifié paComposeou Collapse Comme

a—b est persistante, elle doit étre générée une nouvelle fois, ce qui entre en contradiction avec la
terminaison de la complétion. O

THEOREME 3.12.
La complétion standard produit — quand elle termine sans échec — la base canonique.

Démonstration.ll n'y a rien de plus a prouver, car onR, = Eg et la complétion standard est
bonne donc on peut utiliser le théoré@é 3
On peut remarquer que dans ce cas, la complétion standard est uniformément équitable car

Reo \ Ef = 0. 0

Remarque: Quand la complétion standard termine, I'ensemble de régles résBliagdtsaturé
carEg =R}, C R, (théoréme2.6), mais il n’est pas forcémegbntracté

On a donc montré que le cadre des systemes canoniques abstraits s’applique au cas de la com-
plétion standard. Ce n’est pas surprenant, car il a été formé autour de telles procédures. Néanmoins
il était nécessaire d’en avoir une preuve formelle, et cette preuve détaillée est loin d’étre triviale.
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Conclusion

Au cours de ce stage, deux axes principaux ont été explorés : d’'une part I'étude de formalismes
logiques pour lesquels les sous-preuves peuvent utiliser des hypothéses différentes de la preuve ini-
tiale, comme par exemple pour les systemes de séquents ; d’autre part I'application a la complétion
du cadre des systemes canoniques abstraits.

Pour pouvoir I'appliquer aux formalismes mentionés ci-dessus, le cadre des systemes cano-
niques abstraits a du étre généralisé. Ceci a été fait en supprimant le postikeh transformant
le postulatE en Egen J'ai obtenu ainsi une généralisation conservative, dans le sens ou on peut
'appliquer aux formalismes pour lesquels on pouvait appliquer le cadre original, et jai pu re-
démontrer dans ce nouveau cadre I'ensemble des résultats obtenu avec l'original, en modifiant
certaines définitions et certains lemmes quand cela s’averait nécessaire (voir lad@cfipour
voir 'ensemble des démonstrations, lemmes et définitions modifiés). Une autre solution, si on avait
voulu appliquer le cadre original a tout prix, aurait été d’utiliser une représentation des preuves dif-
férente, par exemple une représentation ou les hypothéses apparaissent comme les feuilles de la
preuve vue comme un arbre. C’est par exemple le cas pour certaines représentation de la logique
linéaire.

J'ai montré que si I'on utilise comme ordre sur les preuves en déduction naturelle proposition-
nelle la fermeture transitive de [&réduction, les preuves minimales correspondent exactement
aux preuves sans coupures. Cette approche peut étre généralisée a des systéemes de séquents plus
riches. En effet, on a uniquement besoin pour cela d’un systéme qui posséde une réduction associée
fortement normalisante et qui correspond a un processus d’élimination des coupures. Par exemple,
on pourrait a priori appliquer ceci au calcul des séquents grace au travail de Herbelik-satdal
et ses réductions associéekefbelin, 1995et a la logique linéaire avec les réductions des réseaux
de preuve Cosmo et Guerrini, 1999Il serait intéressant de voir comment cette méthode pourrait
étre adaptée a la théorie des types de Martin-Mirfin-L6f, 1984 ou une de ses extensions, ou
bien au calcul des séquents modubmfvek et al., 200Bavec lep-calcul associé\Wack, 200%.

En ce qui concerne la complétion, ce rapport montre que le cadre des systémes canoniques abs-
traits peut étre appliqué pour la complétion close et la complétion standard. Les deux preuves qui
sont données ici sont complétement détaillée (voir les cha@ti@set9). L'étude de la complé-
tion standard nous a amené a comparer deux représentations de preuves. La premiére, qui consiste
en des termes de preuves comme dansseguer, 1992 est utile quand on a besoin de sous-
preuve et de remplacement. La seconde, comme présentéeBadansnair et Dershowitz, 1994
est complétement adaptée si on veut montrer la complétude de la complétion standard. J'ai donc
proposé un moyen de passer de l'une vers l'autre grace au systeme de réécriture de termes de
preuve présenté en figuBe4, ce qui m'a permis d'utiliser I'ordre défini par Bachmair et Der-
showitz sur les termes de preuves. Une fois les postulats des systéemes canonique abstraits vé-

36
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rifiés, la démonstration de la complétude de la complétion standard est alors la méme que dans
[Bachmair et Dershowitz, 1994

Le cadre des systémes canoniques abstraits a été introduit pour unifier 'ensemble des procé-
dures de complétion. Ce travail fournit donc un premier élément pour dire qu’il correspond bien a
son objectif. Il faut maintenant vérifier qu’'il convient également pour d’autres procédures de com-
plétion. Un ordre sur les preuves est également défini dadashjmair, 198 pour la complétion
modulo, ce qui laisse penser que cette derniere rentre également dans le cadre des systémes cano-
niques abstraits. Il faudra aussi regarder comment ce cadre s’adapte a d’autres mécanismes de dé-
duction, comme I'algorithme de BuchbergBuchberger, 196t la résolution Robinson, 196p

Perspectives

Si on revient sur les systemes de séquent, il serait également intéressant d'utiliser d’autres
ordres sur les preuves. Comme les preuves en déduction naturelle sont représentéed-par des
termes, on peut ainsi penser utiliser I'ordre récursif sur les chemins d’ordre supérieur (Higher
Order RPO) Jouannaud et Rubio, 19P6

De méme, si les preuves sans coupures sont pratiques d’un point calculatoire, ce qui les rend
bien adaptée a la démonstration automatique, elles ne correspondent pas a l'idée qu’un mathéma-
ticien se fait d’'une « bonne » preuve. Les lemmes qui sont mis a plat dans les preuves sans coupure
sont utiles pour la compréhension d’une preuve par un étre humain. Il serait intéressant de voir
comment cette autre notion de bonne preuve peut étre traduite dans le formalisme des systémes
canoniques abstraits. L'utilisation d’'un nombre correct de lemme (pas trop peu pour des raisons
de compréhension, pas trop pour ne pas introduire des lemmes inutiles) semble étrefié a la
réduction optimale, grace a lI'isomorphisme de Curry-Howard : un lemme doit étre introduit s’il
servira a plusieurs reprise dans la preuve, ce qui correspond-deume de la forméix.w[x, x|)I,
mais il ne doit pas étre introduit s’il n’est jamais utilisé, ce qui correpond&temme de la forme
(Ax.t)l oux n’apparait pas librement dahs

En ce qui concerne les termes de preuve introduits [asgguer, 1992ils constituent une
des bases dp-calcul [Cirstea et al., 20Q31ttp://rho.loria. fr/]. La relation entre les proce-
dures de complétion et les systémes de séquents mentionnés ci-dessus peut donc probablement étre
trouvé ici. Un tel lien a déja été relevé par Dowek dans un papier ou il montre que les systémes
de réécriture confluents peuvent étre mis en relation avec des preuves sans coupures d’un certain
systéme de séqueniB3gwek, 2003.

Par ailleurs, le fait d’avoir rendu le plus formel possible le cadre des systemes canoniques abs-
traits laisse entrevoir la possibilité d’une utilisation dans un outil de démonstration interactive de
théoréme comme Cogftp://coqg.inria.fr/]. On pourrait ainsi obtenir des preuves formelles
de la complétude des différentes procédures de complétion, ce qui ne semble pas encore exister a
ce jour.

Enfin, il existe d’autres cadres pour décrire des systéemes logiques, comme par exemple la
logique générale introduite pakigseguer, 198Marti-Oliet et Meseguer, 1994l est surement
intéressant de voir comment ce cadre interagit avec celui des systemes canoniques abstraits.


http://rho.loria.fr/
http://coq.inria.fr/
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Index des Définitions
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présentation canoniquéb

redondantel?
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théorie, 14
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Chapitre 5

Introduction

5.1 Proof Representation in Automated Theorem Proving

Automated theorem proving covers now a wide range of domains. The inherent notion of
proof has been declined through different formalisms. On the one hand, there are sequent sys-
tems which were first introduced by Gentz&egjntzen, 1934 The isomorphism of Curry-Howard
contributed to the development of a certain number of extensions of this, such as the Martin-
Lof type theory Martin-L6f, 1984 and the calculus of construction€$quand et Huet, 1938or
more recently with the calculus of algebraic constructidBlaufiqui et al., 199Por the calculus
of structures Guglielmi, 2002 Brinnler, 2003 http://alessio.guglielmi.name/res/cos/
index.html]. Such works resulted in the implementation of interactive theorem provers such as
Coq Dowek et al., 1991http://cog.inria.fr/].

On the other hand, most of the automated theorem provers use standard procedures
such as completionKnuth et Bendix, 197Pand resolution Robinson, 196f which leads to
other proofs representations. Both procedures were refined for two purposes : to have a
more specific and thus more efficient algorithm when dealing with particular cases, or to
increase the efficiency although remaining general. For the first case, a revue of specific
completion procedures for specific algebraic structures can be founidei@lenadec, 1936
and one can also speak of the paramodulation for the resolution in presence of an equa-
lity predicate Robinson et Wos, 1969 For the second case, completion has been extended
to equational completionHuet, 1980b Peterson et Stickel, 198l1ouannaud et Kirchner, 1986
inductionless induction (initiated by Musser; sdeapur et Musser, 199y, ordered comple-
tion [Lankford, 1975 Hsiang et Rusinowitch, 1991to mention a few, whereas resolution was
refined for instance to lock resolutiorB¢yer, 1971 and ordered resolution with selection
[Bachmair et Ganzinger, 20pP1

5.2 Good Proofs

All these domains have something in common : some proofs are better than the other, and
to find efficient algorithms, we can restrict ourselves to these proofs. For instance, for sequent
systemsCut-free proofs are often considered as better than other proofs, a@uitheimination
theorem give the possibility to restrict the space of searc@utefree proofs. This is also the idea
behind ordered resolution : some proofs, namely the one resolving greater atoms first, are better,
and the resolution is still complete when restricted to such proofs. For equational logic, rewrite
(“valley”) proofs are better, and the completion procedure give us the best set of equational axiom,
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i.e. a set from which everything can be proved using rewrite proofs.

Kirchner and Dershowitz proposed iD¢rshowitz et Kirchner, 20Q4a general framework
to unify this notion of good proof. The main idea is to provide to the set of proofs an orde-
ring. The best proofs are therefore the minimal oReoof orderingswere first introduced in
[Bachmair et Dershowitz, 199#b prove the completeness of the standard completion.

5.3 Good Inferences

Once one has defined what are the best proofs by the mean of a proof ordering, the next step
is to obtain the best presentation of a theory, i.e. the set of axioms necessary for obtaining the best
proofs for all the theory, but not containing anything useless. This is exactly what the completion
procedure do : from a set of equational axioms, it produces a set of rewrite rules with the same
congruence relation such that every equality can be proved using rewrite proofs.

To formalize this, the notion @jood inferencavas introducedBonacina et Dershowitz, 2005
Given a theory, its canonical presentation is defined as the set of the axioms needed to obtain the
minimal proofs. It is wide enough to produce all best proofs, leading to a notisatafation
but is does not contain any redundant informations, hence the notemmtiction Presentations,

i.e. sets of axioms, are then transformed using deduction mechanisms to produce this canonical
presentation.

Such deduction mechanisms were introduced to cover the different completions. Indeed, such
procedures have very similar properties, but until now, no formal generalization was proposed. Fur-
thermore, other algorithms, such as Buchberger's Grobner basis algorithm for polynomial ideals
works similarly Buchberger, 1968uchberger, 1993

5.4 Overview

The object of this work was to show some instances where the framework of abstract canonical
systems can be applied. This theory was indeed developed as general as possible, in order to cover
a wide range of formalisms, and this is important to show that it can be used for some concrete
cases. Two directions were explored : sequent systems through natural deduction, and completion,
which was the original basis for the development of the theory.

The next chapter will present some basic mathematical notions and some notations used in the
rest of the report.

Then, the first approach we had was to apply the abstract canonical systems to sequent systems
such as natural deduction or sequent calculus. Nevertheless, this could not be done immediately,
so we had to generalize the framework. Chaptewill first present the theory of the abstract
canonical systems as introducedrefshowitz et Kirchner, 20Q8onacina et Dershowitz, 2005
and then the generalization we propose in order to deal with logical formalisms where assumptions
of subproofs can differ from the ones of their initial proof. As expected, we will present an ordering
such thatCut-free proofs will be interpreted as good proofs.

The second approach was to provide formal proofs that ground and standard completions are
instances of abstract canonical systems. The adequacy of ground completion was already shown
in [Dershowitz, 2008 but this report present a less elliptical proof. The proof of the adequacy
of standard completion is nevertheless completely original : we first ask ourselves what proof
representation could be the best to use, and this has make us wonder if we could obtain different
canonical presentation using these different representations. Clgapi#rpresent an original
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proof of the completeness of ground completion using abstract canonical systems. In @hapter
will first compare two proof representations and choose the most adapted to our case, and we will
then prove the completeness of standard completion using abstract canonical systems.



Chapitre 6

Mathematical notions

In this chapter are presented notions and notations which are used in the rest of this re-
port. For a more complete survey on term rewriting and orderings Bsesdpr et Nipkow, 1998
[Rusinowitch, 198Jor [Kirchner et Kirchner].

The notation!: is used for definitions.

6.1 Terms, Algebras

Definition 6.1 (Alphabet, Language). An alphabet is a denumerable set 2.
A language built over X is a subset of Z*, the set of finite sequences of elements of Z. A
sequence (& )iy, ny is Noted 182...a8n. 2 is embedded in Z* in the usual way.

Definition 6.2 (Signature, Terms). A signature is a couple (Z,a) where X is an alphabet whose
elements are called function symbols, and O is a function associating to each function symbol a
natural number called its arity. A function symbol a such that a(a) = 0 is called a constant. A
signature (Z,0) is usually abbreviated as 2.

Let V be a denumerable set called the set of variables. The set of terms built over 2 and V,
noted 7 (Z,V), is the smallest language built over X such that :

-VCT(ZV);

— for all function symbols f € Z, for all terms ty,...,tq(f) € T(Z,V), we have ftita...ty(f) €

T(Z,V).

For commodity, because arities are not always specified, terms will be parenthesized like
f(ts,...,ta(r))- fis called the head of the term f(ta, ... ty(f)).

The set 7(Z,0) is the set of ground terms. It is non-empty if and only if Z contains at least one
constant.

Definition 6.3 (Position, Subterm). Let t be a term in 7(Z,V). The set p(t) of positions in t is the
smallest language over N'\ {0} such that :
— the empty sequence, noted &, is an element of p(t) :
— if there exists a function symbol f, an integer n and some terms ty,...,t, such that t =
f(ty,...,tn), thenforalli € {1,....n}, {ip; pep(ti)} Cp(t).
The subterm of t at the position p € p(t), noted t|p is recursively defined by :
|

—te =t
|

44
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The replacement of t|, by uint, noted t[u]p, is recursively defined by :
— t{u]e L ou;

|
- f(tl,7tn)[u]|p = f(tl,,h[U]p,,tn)

Definition 6.4 (Context). A context over 7 (Z,V)) is a term of 7(X,V U{[]}) such that || appears
exactly one time.
If w[] is a context over 7 (%,V), and pis the position of w[] where [| appears, then for all terms

ue 7(Z,V) we define wiu] = W[][u]p. This is by definition a term of 7 (Z,V).

Definition 6.5 (Substitution). A substitution 0 over 7 (Z,V) is an application from the set of variable
V to the set of terms 7 (X,V), with a finite domain, i.e. a finite set of elements x such that o(x) # x.

The application of a substitution 0 to a term t is the replacement of all variables occurring in t
by their images through O.

6.2 Orderings

6.2.1 Definitions

Definition 6.6 (Binary relation). A binary relation (shortly relation in the following) over a set Sis a
subset of the Cartesian product Sx S
The identity relation s over the set Sis defined as

ls < {(X,x) ; xe€ S}
The inverse p*1 of a relation p is defined as

Pt = {(yX); (xY) €p}

The composition of two relations is defined as

propz = {(x2);3yeS (XY)€p1 A (¥,2) €p2}

The relation p over Sis said :
(i) reflexiveifisCp
(ii) irreflexive if 1IsC S\ p
(iii)y symmetric if p = p~1
(iv) antisymmetric if pN p_1 Cls
(v) transitive if pop C p
(vi) totalif pUp™ 1=

For an antisymmetric relatiop, p~* will be notedq.

Definition 6.7 (Closures). For a relation p,
— p" is defined as its transitive closure, i.e. the least relation containing p and satisfying transi-

tivity ((v));
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— p*is defined as its transitive reflexive closure, i.e. the least relation containing p and satisfying
reflexivity and transitivity ((i) and (v));
— Qp is defined as its symmetric closure, i.e. the least relation containing p and satisfying sym-

metry ((iii)).

Definition 6.8 (Partial ordering, partial order). A quasi-order over a set Sis a relation verifying
reflexivity and transitivity ((i) and (v)).

A partial ordering over a set Sis a relation verifying irreflexivity and transitivity ((ii) and (v)).

A partial order over a set Sis a relation verifying reflexivity, antisymmetry and transitivity ((i), (iv)
and (v)).

Proposition 6.1 (Relation between partial orderings and partial ord#r)> is a partial ordering
over a set S, then

!
> = >Uls

is a partial order.
Conversely, it is a partial order, then

> lZ > \ I
is a partial ordering.

As usual, for a relatiop, we will write xpy for (x,y) € p. We will speak shortly obrdering
(resp.order) for partial orderings (resp. partial order), even if they mo¢total ((vi)). According
to proposition6.1, > will represent the order associated with the orderin@nd vice versa.

Definition 6.9 (Well-foundedness). A relation p is said well-founded iff there exists no infinite se-
quence (X )jcy such that for all i € N, XipXj41.

6.2.2 Orderings over Terms

Definition 6.10 (Encompassment Ordering). Two terms S and t are comparable using the encom-
passment ordering (S » t) if and only if a subterm of Sin an instance of t

p € p(s), 30, a(sp) =t

but not vice versa.

Definition 6.11 (Reduction ordering). A relation p over 7 (X,V) is said monotonic if and only if for
all contexts w[|, for all terms s;t,
spt = wispwit]

It is stable if and only if for all substitutions g, for all terms S,t,
spt = o(s)pa(t)

An ordering >> is called a reduction ordering if it is well-founded, monotonic and stable.

Definition 6.12 (Simplification ordering). A reduction ordering is called a simplification ordering if
and only if it verify the subterm property : for all terms s, for all positions p € p(s),

S=Sp
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6.2.3 Extensions of Orderings

Definition 6.13 (Ordering Functional). An ordering functional is an application which maps every
ordering over Sto an ordering over S

Definition 6.14 (Multiset). A multiset M over a set Sis a function from Sto N.

For X € S M(x) represents the number of occurrences of Xin M, so that multisets can be viewed
as sets where elements can occurs multiple times. For finite multisets, the notation {a,a,b,...,c}
will be used.

Definition 6.15 (Multiset ordering). The multiset extension >t of an ordering > over a set Sis
defined as follow :

M>nueN iff M £ NAVEES N(t) >y M(t) = 3t € St/ > tAM(t) >y N(t)

where > represented the standard ordering over natural numbers.

Proposition 6.2 (Lernean Hydra) If > is well-founded (resp. total)y myit is well-founded (resp.
total) too.

Definition 6.16 (Lexicographic ordering). The lexicographic extension >|ex Of an ordering > over a
set Sis defined as follow :

vxla"'7xn7y17"'7yn GS (Xla---»Xn)>lex(Y17---;Yn) iff
die{l,...,n}, x>yin(Vje{l,...,i—1}, xj=Yj)

Proposition 6.3. If > is well-founded (resp. total);|ex Is well-founded (resp. total) too.

Definition  6.17 (Recursive  Path  Ordering [Dershowitz, 1982, Kamin et Lévy, 1982,
Rusinowitch, 1987]). Let 2 be a signature, and > be a ordering called precedence over
function symbols in 2.

Let A be a function which maps every function symbols to an ordering functional.

The Recursive Path Ordering (short RPO) with precedence > and status A over 7(Z,V) is
defined as follow :
Vs=f(sy,...,S),t =0(t1,...,tm) € T(Z,V), S>rpot iff

— f=gand SA(f)(>rpo)t or

- f>gandVje{l,...,m}, f>potjor

- Jdie{l,...,n}, s>rpot

Note: The two ordering functionals generally used are the following ones :
— lexicographic functional : for all orderings,
f(st,...,S)A(F)(>)f(ta,...,th) iff (S1,...,50)>1ex(t1,---,tn)
— multiset functional : for all orderings,,
f(st,...,S)A(F)(>)f(te,....ta) iff {s1,...,S}>mun{ts,. .. th}
For the next propositions, we consider that these functionals are used.

Proposition 6.4. A RPO is a simplification ordering.

Proposition 6.5. If the precedence is total, the RPO is total on ground terms.
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6.3 Rewriting

6.3.1 Generalities

Definition 6.18 (Rewrite relation). A couple (I,r) € ‘I(Z,V)z is called a rewrite rule if and only if
| €V and the set of variables appearing in t is included in the one of S. Rewrite rules are usually
notedas | —r.

A set of rewrite rules RC 7'(2,V)? is called a rewrite system.

The rewrite relation ? associated with a rewrite system Ris defined as the least relation such

that for all rewrite rules | — r € R, for all contexts wW([], for all substitution o,

wio(h)]—-wlo(r)]

i.e. this is the least monotonic and stable relation containing R.
Ris said terminating if ? is well-founded.

Proposition 6.6(Termination of rewrite systenLpankford, 1977). A rewrite system R is termina-
ting if and only if there exists a reduction ordering such that? C>.

Definition 6.19 (Critical Pairs). Given a rewrite system R, a critical pair is a couple (r,t) such that

there exists two rules | —r and g—d such that I{—d>}t. The set of critical pairs is noted CP(R).
g—

6.3.2 Rewriting Modulo
Rewrite relations can be generalized so they can be applied modulo a set of equational axioms.

Definition 6.20 (Equational axiom). An equational axiom is a multiset {I,r} of two terms |,r €
7 (Z,V). Equational axioms are usually noted | =r.

Given a set A of equational axioms, the congruence generated by A is %, the smallest re-

flexive, symmetric, transitive, monotonic and stable relation containing A (where the mapping from
the set of 2-elements multisets of terms to the product ‘2‘(Z,V)2 is obvious).

Example6.1: The equational axiom of the associativity of a function symb

fF(f(xy),2) = f(x, £(y,2))

wherex,y,ze V.
With a parenthesized infix notation for the function symbiois (x-y)-z=x-(y-2).
The set of equational axiom#sC for the associativity and commutativity of an operate

{(x-y)-z=x-(y-2),x-y=y-x}

Definition 6.21 (Class rewrite system). A class rewrite system R/A consists in a set of equational
axioms A and a rewrite system R.
The class rewrite relation ?A) associated with class rewrite system is defined by

|
.: * *
R/A A R A
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This relation can be viewed as the rewrite relati%ﬁ applied to the set of terms quotiented

by the equivalence relatiOen;—>.
The propositior6.6 can also be generalized :

Definition 6.22 (Termination of a class rewrite system). The class rewrite system R/Ais terminating
if — is well fonded.
R/A

Definition 6.23 (Compatible ordering). A reduction ordering > is compatible with a set of axioms A
if for any terms s, S, t,t/,
s’%s> t %t’ implies $ > t’

Proposition 6.7. A class rewrite system/R is terminating if and only if R is contained in some
reduction ordering compatible with A.

A total AC-compatible simplification ordering on ground terms is defined in
[Rubio et Nieuwenhuis, 1995as an extension of the RPO. To compare terms, they are in-
terpreted using flattening and interpretation rules. As we consider in this report that the associative
commutative symbols have the lowest precedence, we do not need the interpretation rules, and we
will only present the flattening rules : terms are reduced using a set of rules

fFOXy e X, F(YL, - W) 20,0 Zm) — F(OX, o X, Y1, oo, Vs 20y e v v Zim) (6.1)

for all AC-symbolsf with n+m> 1 andr > 2. Such a rewrite system is terminating as shown in
[Rubio et Nieuwenhuis, 1995

For all termg, letsnf(t) denote theset of normal formsft using rules §.1).

Given a precedence on function symbols, let-rpo denote the recursive path ordering with
precedence- whereAC function symbols have multiset status and other symbols have lexicogra-
phic status.

If f(s1,...,5) is the normal form of a terrarewriting by 6.1) only at topmost position, then

th(s) = (St....S).
Definition 6.24 (AC-RPO). For all terms S;t, S>ac _rpot if:
- Yt’ e snf(t) 3s' € snf(s), S >ac_rpot’ or
— vt' € snf(t) 3s' € snf(s), S >pot’ and tf(s) = f(sy,...,Sm) and tf(t) = (t1,...,tn) and
— if the head of sis ACthen {{sq,...,Sm}}>ac—rpopyiifits:--->tnj Or
— if the head of sis not AC then (S1,...,Sm)>AC-rpojey(l1; - - -, tn).

Proposition 6.8([Rubio et Nieuwenhuis, 1996 The AC-RPO is an AC-compatible simplification
ordering which is total for non AC-equivalent ground terms.

Notions of confluence are also defined :
Definition 6.25. We say that a ? is confluent modulo A if

* * * * * *
+—0+—0— C —o+——0+—
R A R R A R

The following theorem holds for linear class rewrite systems (in the sense of its two first as-
sumptions) :
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Proposition 6.9([Huet, 1980bTheorem 3.3]) A class rewrite system/R is confluent if and only
if

— forall rulesu— v e R, uis linear, i.e. its variables appears only one time in it;

— for all equational axiom u= v € A, the variables appearing in u and v are the same;

— R/Ais terminating ;

— for all critical pairs (s,t) formed byT o—> and byT 0,

* * *
S—o+——o+—1t
R A R
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Abstract Canonical Systems

In this chapter we will first present the framework of the abstract canonical systems. As we
wanted to apply it to sequent systems such as the natural deduction, it appears that it could not be
used with logical systems where assumption of subproofs are different from the one of the proof
itself. We therefore have to generalize the framework, as it is done in the second part. We proved
that this generalization is conservative, and that all results proved for the original framework does
still hold with minor modifications. It is then applied to the natural deduction to see an instance of
sequent systems.

7.1 Preserving Assumption Proof Systems

The results in this section are extracted fromDefshowitz et Kirchner, 2004
Bonacina et Dershowitz, 20Q)5which should be consulted for proofs. The proofs mentio-
ned here, unless otherwise specified by a reference, are corrections from the original ones.

7.1.1 Definitions and Postulates

Let A be the set of all formulae over some fixed vocabularyl_be the set of all proofs. These
sets are linked by two functiong-{P™: P — 2* gives thepremisedn a proof, and]c) : P — A
gives itsconclusion Both are extended to sets of proofs in the usual fashion. The set of proofs built
using assumptions iA C A is noted by

Pf(A) = {peP:[pP"CA}

The framework proposed here is predicated on watl-foundedpartial orderings oveP : a
proof ordering> and asubproof relatior>. They are related by a monotonicity requirement given
in section7.1.3(postulateE). We assume for convenience that the proof ordering only compares
proofs with the same conclusiop & q = [p|c) = [d]ci), rather than mention this condition each
time we have cause to compare proofs.

We will use the ternpresentatiorto mean a set of formulae, apgstificationto mean a set of
proofs. We reserve the tertheoryfor deductively closed presentations.

Definition 7.1 (Theory). Let Th Adenote the theory of presentation A, that is, the set of conclusions
of all proofs with assumptions included in A :

ThA = [PI(A]a = {[pla:peP, [pPMC A}

51
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Theories are monotonic :
Proposition 7.1(Monotonicity). For all presentations A and B :
ACB= ThACThB

In addition to this, we assume the two following postulates :

POSTULATE A (Reflexivity).
For all presentations A :
ACThA

PosTuULATE B (Closure).
For all presentations A :
ThThAC ThA

Proposition7.1 and postulate®. and B forms three standard properties of Tarskian conse-
guence relations and are related to Scott’s axioms for a consequence relatidBc®@eelP 7).
Thus,This a closure operator.

We say that presentatiof is a basisfor theoryC if ThA= C. Presentation® andB are
equivalenA = B) if their theories are identicalThA=ThB.

We want to define what a “normal-form proof” is, i.e. the minimal proof®&fThA) :

Definition 7.2 (Minimal proofs). The set of minimal proofs of a presentation A is the set of minimal
proofs in Pf(A) for > :

UPf(A) = {pePf(A): -3ge Pi(A). p>q}

Definition 7.3 (Canonical Presentation). The set of normal-form proofs for a presentation A is the
set of minimal proofs of the theory ThA:

Nf(A) = WPf(ThA)

The canonical presentation contains those formulee that appear as assumptions of normal-form

proofs :
|

AL ONFAP

So, we will say that A is canonical if A = AP,

THEOREM 7.2.
The function? is “canonical” with respect to the equivalence of presentations. That is :

1. A' = A (consistency)
2. A= B & Al = Bf (monotonicity)
3. Al = A (idempotence)

By lifting proof orderings to justifications and presentations, the canonical presentation can be
characterized in terms of the ordering directly. First, proof orderings are lifted to sets of proofs, as
follows :
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Definition 7.4 (Better proofs). Justification Q is better than justification P if :

PJQ 'z VpePdgeQ.p>q

It is much better? if : '
POQ = VpePdgeQ. p>q

Justifications are similar if :
|
P~Q = PIQIP

This relation are compatible(Z o ) €3, (0 0 ~) C, etc.
Then we have :

Proposition 7.3. For all presentations AB :
Pf(A) J Pf(AUB)

For all justifications P :
P J puP

This “better than” quasi-order on proofs is lifted to a “simpler than” quasi-order on (equivalent)
sets of formulee, as follows :

Definition 7.5 (Simpler presentation). Presentation B is said to be simpler than an equivalent pre-
sentation A when B provides better proofs than does A :

A-B = ThA=ThBA Pf(A) JPf(B)
Presentations are similar if their proofs are :
A~B = Pf(A)~Pf(B)
~ is the equivalence relation associated to .

Then, we have the characterization of canonicity in terms of the ordering :

THEOREM 7.4.
The canonical presentation is the simplest :

A=B=B~ A’

7.1.2 Completeness, Saturation and Redundancy

We now define what it means for a presentation to be saturated or complete :

Definition 7.6 (Saturation). A presentation A is saturated if it supports all possible normal form
proofs :
Pf(A) D Nf(A)

1This doesn’t correspond to the strict versiorigfsee Bonacina et Dershowitz, 20Pfor more details.
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Definition 7.7 (Completeness). A presentation A is complete if every theorem has a normal form
proof :
ThA= [Pf(A) NNf(A)]c

A presentation is complete if it is saturated, but for the converse, we need a further hypothesis :
minimal proofs are uniqué for all theoremsc € [Pf(A)]cy, there is exactly one minimal proof in
Nf(A) with conclusiorc. In particular, this holds for proof orderings that are total (on proofs of the
same theorem).

Proposition 7.5. A presentation is complete if it is saturated. If minimal proofs are unique, then a
presentation is saturated iff it is complete.

The next theorem relates canonicity and saturation. First, we have
Lemma 7.6. A presentation is saturated if and only if
MUPf(A) = Nf(A)

THEOREM 7.7.
A presentation A is saturated if and only if it contains its own canonical presentation AA In
particular, A is saturated.

Moreover, the canonical presentatiori & the smallest saturated set : no equivalent proper
subset of Ais saturated ; if A is saturated, then every equivalent superset also is.

Proposition 7.8.
— Presentation A is saturated iff Th-AA.
— Similar presentations are either both saturated or neither is.
— Similar presentations are either both complete or neither is.

The following definition sets the stage for the forth characterization of canonical presentation,
as non-redundant lemmata. Formulae that can be removed from a presentation —without making
proofs worse— are “redundant” :

Definition 7.8 (Redundancy). A formula r is redundant with respect to a presentation A when :
AZA\{r}
The set of all redundant formulee of a given presentation A will be denoted as follows :
RedA = {reAtAZA\{r}}
A presentation A is contracted if
RedA=0
The set of redundant formulaegfobally redundant :
Proposition 7.9. For all presentations A :
A ~ A\RedA
We then have the following result :

THEOREM 7.10.
A presentation is canonical iff it is saturated and contracted.
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7.1.3 Subproofs and Inference

We now introduce the notion subproof. We call a prootrivial when it proves only its unique
assumption and has no subproofs other than itself, that[ig) " = {[p|c;} andp>q= p=aq.
We denote by such a trivial proof ofa € A and byﬂ the set of trivial proofs of each e A.

We assume that proofs use their assumptions (post@patéhat subproofs don't use non-
existent assumptions (postuld®, and that proof orderings are monotonic with respect to sub-
proofs (postulaté&) :

POSTULATE C (Trivia).
For all proofs p and formulee a:

ac[pm=p=a

PoOsSTULATE D (Subproofs Premises Monotonicity).
For all proofs pand q:
p=q=[p""2 [

PosTULATE E (Replacement).
For all proofs p,gandr :

p>q>r = 3ve Pi([pP™Ur]P™). p> vt

We make no other assumptions regarding proofs or their structure.

Every formulaa admits a trivial proofa by postulateg\ andC.

It may be convenient to think of a proof-tree “leaf” as a subproof with only itself as a subproof;
other subproofs are the “internal nodes”. There are two kinds of leaves : trivial piigoésd
vacuous proofa with [a]°™ = 0 and[a]c| = a. By well-foundedness af, there are no infinite
“paths” in proof trees. It follows from postulaté that the transitive closure af U > is also
well-founded.

Now that all basic definitions over presentation are given, we can show the following useful
lemma:

Lemma 7.11. The following functions over justifications or presentations are monotonic with re-
gard to C : for all justifications RPQ, if P C Q then

[PIFMC Q™™

[Plci € [Qlci
For all presentations AB, if AC B then

Pf(A) C Pf(B)
ACB
Démonstration.All these functionsf are defined as an extension over presentations of functions
over proofs or formulee f (X) - U f(x), and are therefore monotonic. O
xXeX

Counter-exampl@.1 This is not the case fqu Indeed, if we havep > qthenP = {p} CQ=
{p,q} butuP= {p} Z pQ= {q}. For this reasorl\f and-f are not monotonic too.
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Lemma 7.12. For all presentation A[uPf(A)|P™ = [uPf(A) N Al¢

A corollary of this lemma gives equivalent characterizations of canonical presentations as mi-
nimal trivial theorems.

THEOREM 7.13.
For all presentations A,
A = [NF(A)NThA

A: = Nf(A)N ThA
The next proposition says that the subproofs of minimal proofs are minimal. It follows from
postulateE :

Proposition 7.14(Subproofs Minimality) For all presentations A, for all proofs,p,

p>q A p € uPf(A) = g€ pPf(A)

We now consider inference and deduction mechanisms.

Definition 7.9 (Deduction Mechanisms). A deduction mechanism ~» is a function from presenta-
tions to presentations and we call the relation A~ B a deduction step.

A sequence of presentations Ag~> A; ~ - - - is called a derivation.

The result of the derivation is, as usual, its persisting formulae :

Ao = liminfA; = |J A

] — . ..
j>0i>]
We also define the set of all generated formulee :

i>0
We say that a proop persistsvhen[p]P™ C A,. Thus, if a proof persists, so do its subproofs
(by postulateD). By the first statement of propositiah3), we havePf(A;)) J Pf(A,) for all i.

Definition 7.10 (Soundness and adequacy).
— A deduction mechanism ~ is sound if A~ B implies ThBC ThA
— Itis adequate if A~> B implies THAC ThB
— ltis both if A= B.

Definition 7.11 (Goodness). A deduction mechanism ~» is good if proofs only get better :

That is, Pf(A) J Pf(B) whenever A~ B.
A derivation Ag ~» Ap ~ --- is good if A; 7~ Aj;1 for all i.

Lemma 7.15. If a deduction mechanism is good then
Pf(Ai) J Pf(As) and therefore ThAC ThA,

for all i in a derivation{A; }.
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Lemma 7.16. For all presentation A and B :
Pf(A) I Pf(B) = BNRed AC RedB
Proposition 7.17.If a derivation{A; }; is good, then its limit supports the best proofs :
A~ A
We now extend the notion of completeness, saturation and contraction to derivation :

Definition 7.12 (Canonical Derivation).
— Aderivation {A;}j is completing if A is complete.
— Itis saturating if A is saturated.
— Itis contracting if A is contracted.
— Itis canonical if both saturating and contracting.

A canonical derivation can be used to build the canonical presentation of the initial presenta-
tion :

Lemma 7.18. A good derivation is canonical if and only if

Ao = Ay

We now introduce critical proofs :

Definition 7.13 (Critical Proofs). A minimal proof p € uPf(A) is critical if it is not in normal form, but
all its proper subproofs in A are :
p € UPF(A) \Nf(A)

Vg.p>q=- g€ Nf(A)

The set of critical proofs of a presentation A is denoted Crit(A).

Definition 7.14 (Fairness).
— A good derivation {A;}; is fair if
Crit(A») 2 Pf(Ay)

— Itis uniformly fair if

As\ Ay T PF(A.)
These two notions of fairness correspond to completeness and saturation.

Lemma 7.19. For all presentation A, CritA) 0 Pf(A) < Crit(A) = 0.

Démonstration.< : We have to show'p € 0 4q € Pf(A). p > g, which is trivially true.

= : By contradiction, suppose there exigtg Crit(A). Then by definitionp € pPf(A). But,
using the hypothesis, there exigts Pf(A) such thatp > g which leads to a contradiction with the
minimality of p. Il

THEOREM 7.20.
If a good derivation is fair, then its limit is complete
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Démonstration.If a good derivation is fair, then by definition of fairness we h&#(A,) 3
Pf(A.). Using goodness, by propositioh17 we havePf(A.) ~ Pf(As), so thatCrit(As) 0
Pf(A). With the precedent lemma, we halet(A,) = 0.

Consequently, uPf(Ax) N Nf(Aw) = UPf(As) and [Pf(Ax) N Nf(Aw)lci 2 [MPf(As) N
Nf(As)]cl = [UPf(A)]ci = [Pf(Ax)]cl = ThA.. The presentatiof, is complete. O

THEOREM 7.21.
If a good derivation is uniformly fair, then its limit is saturated.

7.2 Generalization towards the Application to Sequent Sys-
tems

7.2.1 Propositional Natural Deduction

The natural deduction was first introduced by Gentzen as a more “natural” alternative of the
sequent calculus he also defined@egntzen, 1934

Let A, B range over formulae, wherefarmulais either an atomic formulX or an implication
A—B:

A = X|AoA

Let I' be a set of formulee. The notatidn A must be understood dsU {A}. An intuitionistic
sequentor the intuitionistic propositional natural deduction is a couple A of a set of formulae
I and a formul&.

The inference rules for the natural deduction are given in figute

Axiom :
FAFA A
Abstraction (—Introduction) :
LAEB
rFA—BPS

Application (—Elimination) :

r-A-B TEA
r-B App

FiG. 7.1 — Inference Rules for Intuitionistic Propositional Natural Deduction

A proof of a formulaA under the set of premisdsis a tree build with this inference rules,
whose root is the sequeht- A and whose leaves are all Axiom rules.
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Example7.2 Here is a proof of A — B) — B under the premisA :

AASBFALB™ AASBEA
App

AA—BIB
A-(A>B)—B

Abs

We now check that the postulates are verified :
The postulaté\ andB are direct consequences of the inference rules in figuite

The intuition behindsubproofsis subtrees. Nevertheless, the postufatdoes not hold with

this. Trivial proofs are particular cases of Axiom proofs : the trivial proofAois indeed

A=AFA AX. But for instance the Axiom proof, B+ B AX does not have the trivial proofs

of its premises& andB as subtrees. We therefore extend the relatidoy having all trivial proofs
of premises of Axiom proofs as subproofs of these :

Definition 7.15 (Subproofs in Natural Deduction). We define the subproof relation > over proofs in
Natural Deduction as the smallest reflexive and transitive relation verifying :

— if gis a subtree of p, then p &> Q; R

— if Ais a premise of an axiom proof p, then p > A.

It is quite clear that> is well-founded.

It is now trivial to show that the postula®@holds : for all inference rules in figurg 1, the set
of premises grows up in the subtrees. The original premises of a proof are then included in the one
of its leaves, which are by definition Axiom rules. Thus, by transitivity, the trivial proofs of these
premises are indeed subproofs of the whole proof.

Proofs can be represented using so-cal&ahply) typed\-terms(see Barendregt, 198). A-
terms are built using the following syntax :

t = x|Axt|tt
wherex ranges over a set of variables.

An occurrence of the variabbein t is saidfreeif it is not guarded by ax. More formally, the
set 7 (t) of free variables it can be defined by induction :

Fo) = {x
FAxt) = FO\{X}
Ftity) = F(t)UF(t)

A-terms are related using the so-callBereduction Basically, we havew[(Ax.ty)tz] —p
w({ta/x}t1] with w[] some context, and the terfty/x}t; defined as the terh where all free
occurrences of have been replaced Iy,

TypedA-terms are the subset dfterms that can be derived by the rules of figur2 Note the
correspondence with the rules of figuré.
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Axiom : A
MXxX:AFEX:A X
Abstraction (—Introduction) :
MNx:AFt:B Ab
FFAxt:A-B S

Application (—Elimination) :

MN-t1:A—B MN-t:A
FFtyty: B App

FIG. 7.2 — Inference Rules for the Simply TypgdCalculus

7.2.2 Extended Postulates Framework

We want to apply the abstract canonical systems framewddtghowitz et Kirchner, 2004
Bonacina et Dershowitz, 20p&® deduction systems such as natural deduction or sequent calculus
[Gentzen, 1934

The postulat® does not hold for these proofs systems, due to the inference rule for the intro-
duction of an implication :

rAFB

FFA—BAPS

In this section we generalize the abstract canonical systems theory in order to be able to apply
it to these systems. Thus, we remove the premises monotonicity podiuldiee replacement
postulateE must then be modified in order to be applied in the following way :

POSTULATE Egen (Generalized Replacement).
For all proofs p, qand r :

pr>q>r = 3ve Pf([p""u([r1"™\ [g"™). p>vi>r

The idea behind this postulate is that the premiseq afe of two kind : the first ones are
premises op whereas the other ones comes from the construction of the proof. These last premises
must be removed in the resulting proof when we replace the subgropfa better proof in p.

This proofvis thus an element 6¥f ([p]”™U ([r]”™\ ([o] "™\ [p]"™))) = Pf([p]"™U ([r]P™\ [q]"™)).

Note: This is indeed a generalization of postul&te[p]"™u ([r]P™\ [g]P™) C [p]P™u [r]P™, and if
we suppose the postulaie we have[p]”™ D [g]P™and thereforgp]™™uU ([r]P™\ [q]P™ D [p]P™U
([FP™\ [PIP™) = [pP™U [r]P™, so thafp]”™uU ([r]P™\ [g]™™) = [plPMu [r]P™.

The following example enlights why the postul&gndoes hold for intuitionistic propositional
natural deduction :
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Example7.3. Consider the following proofs in Natural Deduction :

AX

Abs

Abs 4 AX
AFA App

Abs

A BFA
AFB—A
AFA—B—A
AFB—A

p= FA—-B—A

It's quite clear that the subproof

AX

Abs

Abs — AX
AFA App

ABFA
AFB— A
AFA—-B—A
q= AFB— A

can be replaced by the “better” proof

A,BI—AAXb
r=AFB— A "PS

thus resulting in the proof

AX

Abs
Abs

ABFA
AFB— A
v=FA—B—A

We can see that € Pf([p]P™uU ([r]P™\ [g]®™) = Pf(0U ({A}\ {A})) = Pf(0). The replacement
proofv satisfies the hypothesis of postul&g, as expected.

7.2.3 Reuvisiting the Abstract Canonical Systems Framework

In this section, we go through the complete abstract canonical systems framework, and we
check that the modifications that we propose do not make it incoherent or useless.

Some results must be modified. First, we have to modify the minimality of subproofs of mini-
mal proofs, using the following lemma instead of the propositid}:

Proposition 7.22(Subproofs Extended Minimality)For all presentation A,
P>gA p € UPF(A) = g € uPF(AU[g]™™)

Démonstration.If p = q, this is trivial.

Otherwise, supposp > q and p € pPf(A). By contradiction, suppose there is a procf
Pf(AU[q)P™ such thaly > r. We then havep > g > r, hence by the replacement postulBtgn
there exists € Pf([p]P™uU ([r]"™\ [g]P™)) such thatp > v > r. By hypothesis, we havig]"™ C
AU [gP™, thus[p]P™uU ([r]P™\ [g]®™ C A and thereforer € Pf(A), leading to a contradiction with
the minimality ofpin A. Il

Note: This is indeed a generalization of propositiori4: if we suppose the postulai®, and if
p>qandp € Pf(A), thenAu[q]"M = A.

Other results, such as lemmid 2 have different proofs.
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Lemma 7.12 For all presentation A[uPf(A)]P™ = [uPf(A) N Al¢

Démonstration.The D part is trivial, becausgiPf(A) N Alc = [UPf(A) N AlP™ and by monotoni-
city of [.]P™.
For C, we first want to show that

—

[WPT(A)]PM C P (A) (7.2)

i.e. for alla € [uPf(A)]P™, we haved € pPf(A) : suppose € [uPf(A)|P™, then by definition there
existsp € uPf(A) such that € [p|P™. Using the postulat€, we havept a. By proposition7.22,
ac uPf(Au{al) = uPf(A) (ac [uPf(A)|P™impliesa c A).
Clearly -
[MPF(A)PMC A (7.2)

becauséuPf(A)]P™ C A and by monotonicity of-.

With (7.1) and (7.2 we haveluPf(A)PMC pP(A)NA.

Furthermore, for all presentatidhwe trivially haveB = [B|¢| by definition of trivial proofs,
and therefore we can conclude wittPf(A)|P™ = [[uPf(A)]P™¢; C [uPf(A) NAlc) by monotonicity
of [-]cI. O

This proof shows how some other proofs, like the one of the propositibid need to be
modified with our new postulate : somehow, the proof needs the assumption that for a pgemise
of a proofp € uPf(A), we havea € uPf(A). This comes from proposition.22and postulat€, by
noting thatAU [8)P™ = A becausa < [p]°™ C A.

We need to modify the proof of lemn¥al6in the following way :

Lemma7.16 For all presentation A and B :
Pf(A) O Pf(B) = BNRed AC RedB

Démonstration.Consideta € BN Red A We have to show that for all proofs Rf (B) there exist a
better proof inPf(B\ {a}).

Supposep € Pf(B) such thata € [p]°™. By postulateC we havep™a As a € RedA by
definition of redundancy there existsc Pf(A\ {a}) such thatd > q. Becausa ¢ [g°™, a# q
soa > g. By assumptionPf(A) 3 Pf(B), so that there existse Pf(B) such thag >r. If p=3a,
let p’ =r so thatp’ € Pf(B) andp > p'. Otherwise, by the postulaf&en p > &> r implies the
existence of g/ € Pf(BU (B\ {a})) = Pf(B) such thatp > p'. If a¢ [p/]"™, we found a better
proof for p in Pf(B\ {a}). Else we can continue this process with We can'’t continue forever
because of the well-foundedness-of O

We also have to refine the definitignl3of critical proofs :

Definition 7.16 (Generalized Critical Proofs). A minimal proof p € UPf(A) is critical if it is not in
normal form, but all its proper subproofs in A are :

p € UPf(A) \Nf(A)

Vg.pr>q=- g€ puPf(A) = q € Nf(A)

The set of critical proofs of a presentation A is denoted Crit(A).
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Note: Once again, this is indeed a generalization : suppose the podiyldien using proposition
7.14 p > gandp € pPf(A) impliesq € pPf(A) as expected.
The lemmar.19is still valid, thus allowing us to prove the theoréh20:

THEOREM 7.20.
If a good derivation is fair, then its limit is complete

Démonstration.By definition of fairness we hav€rit(A.) 2 Pf(A.). By proposition7.17,
Pf(A:) =~ Pf(Ax), so thatCrit(As) O Pf(As). Using the lemma7.19 we therefore have
Crit(Ax) = 0.

By contradiction, suppose theredg Th A, such that ¢ [Pf(A«) "Nf(Ax)]ci- Then there is a
proof p of cin PPf(Ax) \ Nf(Aw). AsCrit(As) =0, p & Crit(A), i.e. by definitiordq. p>q A q &
UPf(Aw) A ¢ Nf(Ax). Henceq € pPf(A») \ Nf(As), we can reproduce this process wigh
forever. The contradiction comes from the wellfoundedness.of O

7.2.4 Good Proofs as Cut-Free Proofs

In natural deduction, there is r@ut rule, as in sequent calculus. Tt rule in the intuitio-
nistic sequent calculus is the following :

r'-A I ArFB
=B

Cut

It represent the use of a lemmao proveB.
It can be simulated in natural deduction by

rA-B
Abs

r-A_B reA
r-B App

If we look at theh-term representation of the proof, this correspond3iat; )to. The term of a
proof containing &ut is therefore a term where tiffereduction can be applied. This is why proof
terms with no3-redex are calle€ut-free.

This idea here is to take as an ordering for the proofs in Natural Deduction the transitive closure
of the B-reductionis. It is well-founded because of the strong normalization of the simply typed
A-calculus. It also satisfies the postul&gn, because thg-reduction is a monotonic relation. We
therefore have the following theorem :

THEOREM 7.23.
Minimal proofs in natural deduction with the ordering define aboveG@ufree proofs.

Démonstration.Trivial. 0

Such a theorem show us how the framework of abstract canonical systems can be instantiated
to give a notion of good proofs correspondingQat-free proofs. One has to generalized this
framework, but it can be done in a conservative way. This is a first step in showing that it can cover
a wide range of logical formalisms.



Chapitre 8

Application to Ground Completion

In this chapter, we apply the framework of the abstract canonical systems to the ground com-
pletion [Snyder, 198P It was already done irershowitz, 2003Bonacina et Dershowitz, 2005
but the proofs presented here are fully detailled, and the segttosis totaly original.

8.1 Presentation

The ground completion, as presented@a]lier et al., 1993Snyder, 198] takes a reduction
ordering on ground terns> and a set of ground equational axioBgi.e. equational axioms over
7(2,0)) and transforms it using the rules presented on figuigto produce a confluent set of
equational axioms of the same theory. It is a particular case of the standard completion (see next
chapter) for ground terms based equational axioms. The Rdduceof the ground completion
correspond to the ruld3educe Simplify, ComposeandCollapseof the standard completion.

Deduce :
If u=veEandu>>v,

Eu{w=t[u]} ~EU{w=t[V]}

Delete :

Eu{t=t}~E

FIG. 8.1 — Rules for the Ground Completion

Ground completion characteristics compared to standard completion are its termination (see
section8.5.3 and the possibility to have a total ordering over ground terms (see sécfdh It
can be efficiently implemented : it is shown iirfyder, 198pto run in O(nlogn) wheren is the
occurrences of symbols in the original set of ground equational axioms

The completeness of the ground completion as an instance of the abstract canonical systems
was already shown irBonacina et Dershowitz, 20P3Ve will present here a more detailed proof.

64
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8.2 Proofs Representation

The set of formula\ consists here in the set of all ground equational axioms.
The proofs inlP are built using the inference rules presented on the figu2eThe boxed
representation faintroduction is used to emphase the assumptions occurring in a proof.

Congruence :
For all functions symbof of arity n, for all termsty, ...t t1,.. ., t),

h=q .. m:%

Transitivity :
For all termsr, sit,

Introduction :
For all equational axioms=t,

S=t st

FiG. 8.2 — Inference Rules for Ground Proofs

8.3 Proofs Ordering

Proofs are compared using a RPO (see se&i2rd with the following precedence : for all
equational axioms=t andu =V, ls_t > ly—y iff {s,t}>mu{u,v}, andls_t - T = C.
Example8.1 A critical peak is greater than the introduction of its conclusion : for all ters$
such thas >> r.t,

o

>T=t It

8.4 Adequacy to the Postulates

We suppose here thhtis a set of ground equational axioms.

8.4.1 PostulateA

We want to show that for all = v € E there exist a proof afi = vin Pf(E). This proof isl,—y.
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8.4.2 PostulateB

Let u=v be inThThE By definition, there exists a progf of u= v in Pf(ThE). Consider
s=t introduced inp. Thuss=t € ThE, and there exists a proafof s=t in Pf(E). We can
replace all introductions such &s; by its corresponding in p to obtain a proof irPf(E).

8.4.3 PostulateC and D

These postulates hold because of the tree structure of proofs : the assumptions of a proof are
the equational axioms introduced in it, so they are by definition its subproofs, and the assumptions
of its subproofs are also its assumptions.

8.4.4 PostulateE

This postulate holds because a RPO is monotoni@mifp; > r thenv= p[r]i € Pf([p]P™U
[r]P™ andp > v.

8.5 Completeness of the Ground Completion

We suppose here that- is a total simplification ordering. Such an ordering exists (see propo-
sitions6.4and6.5).

8.5.1 Ground Completion is Sound and Adequate

The ground completion mechanism of the figBrécorresponds to the definition of a deduction
mechanism. It is both sound and adequate : we have to show that for all preseraftbssich
thatE ~» E’ we haveThE = ThE.

— If the deduction step iBeletewhereE = E' U {t =t}, we haveE’ C E, so thafThE' C ThE.
Furthermore, the assumption=t in a proof of Pf(E) can be replaced by a probiusing
only Congruenceand whose tree structure is isomorph to the one-ef for instance, if
t = f(a,g(b)), t will be

b=Db b
a=aC gb)—gb) ¢
f(a,g(b)) = f(a g(b))
— so that every proof ifPf(E) can be transformed to a proof Rf (E').

— If the deduction step iDeducewhereE \ E' = {w =t[u]} andE'\ E = {w = t|v]}, the

assumptiorw = t[u] in a proof of Pf(E) can be replaced by the proof

V=u h-u

| : C*
w=ty Mty =ty
w = t[u]

where the right subtree consists only@ongruenceand Introduction of v = u, so that
every proof inPf(E) can be transformed to a proof Bf (E’), andThE C ThE'. The other
inclusion is exactly symmetrical.



8.5. COMPLETENESS OF THE GROUND COMPLETION 67

8.5.2 Ground Completion is Good

We want to show that-C . Let E,E’ be presentations such tHat E’.

— If the deduction step iBeletg we first note thak_; > t. Using the replacement postuldig
we can therefore transform proofs®(E) to smaller proofs iPf(E’) = Pf(E\ {t =t}).

— If the deduction step iBDeduce we first note that iti >> v,

v=u
flvzu

w=tM], e

(w=t] w=ty " v =t
w=tjy " w = t[u] T

clearly ly—tjy > lw=tpy andly—y > lv=u because>> is a simplification ordering so that
u>> vimpliest[u] >> t[v] andt[u] >> u>>v.

8.5.3 Ground Completion terminates

To show this, consides> nyiimuit the multiset extension of the multiset extension of the orde-
ring over terms, which is well-founded becauseis. It is easy to show that>C >>nuitmut
— if the deduction step iBelete it is trivial ;
— if the deduction step i®educewith E U {w = t[u]} ~ EU{w =t[v]} andu >> v, then
t[u] >> t[v] because>> is a reduction ordering, so that=t[u] >t w=t[v] andEU{w =
t{u}>>mutmuiE U {w =t[v]}.
Let n denotes the step when the ground completion terminates.

8.5.4 Ground Completion is Canonical

To show this, we need another proof representation, as presented in $€2tidbhe rules to
obtain a proof by replacement are here a little different, as presented in &igure

Lemma 8.1. For all ground completion derivation&;);,
Ej C En

Démonstration.By contradiction, suppose there exists= b € Eg \ En. Because for all terms
li—t >t andl,_p € Nf(Ep) (see theoreni.13, we havea # b. Suppose for instance thats> b.
Because ground completion is adequate, there exists a pracfdf in Pf(E,) and a fortiori

in uPf(En). Let p denotes this proof. Becauae=b € Eg la—p € Nf(Eg) = Nf(Ep) so that

P> la-b (8.1)

p consists inTransitivity , Congruenceand Introduction . Because of the definition of the
precedence8(1) is possible if and only if there exists an introduction of some equational axiom
c=din psuch that

c=d>nua=>b (8.2)

Suppose for instance that> d. (8.2) means that >> aandc > b.

Consider the proof by replacemegnbtained fromp with the rules of figure3.3. The equa-
tional axiomc = d rewrites a ternt[c| in a termt[d] in that proof. Because>> has the subterm
propertyt[c] >=> a,b. The proof by replacement has the shape represented in 8gure
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Delete Useless ldentities :
For all proof termgt:t =1/,

Sequentialization :

For all proof termsry :t1 =t,..., T, : ty = t},, if there existsi # j € {1,...,n} such
that g # t; and 1y # tj, and if o is a permutation in{1,...,n} such that there exists
i €{1,...,n} such that forallj € {1,...,i}, t) > tg(j) and forallj € {i+1,...,n},

tlo(j) > to(j)
C(T[]_,. .. ,Tlh) ’V“)g
T(C(t1, ..., Ty ->tn), T(..,C(tL, ., Ty - - -5 )

Composition Shallowing :
Foralli € {1,...,n}, for all Z-termsty, .. ., tn, for all proof termsrg : t; =t/ 7 : t/ =t/

C(ty,..., T(T,T0),...,tn) ~g T(C(t1,...,T,...,t1),C(t1,..., T, ... ,t1))

FIG. 8.3 — Rewrite System for Proof Terms in the Ground Case

t[c]

FIG. 8.4 — Shape of a Non-Canonical Proof

— If t[c] >> a,b, then there must be some peak in the prdaConsider the maximal peak i
Due to the way we rewrotp into B, this can not be a parallel peak, i.e. when the rewriting
in both sides occurs in different subtermg [af, as shown in figur&.5. Then we have here
an instance obDeducebetween equational axioms Bf;, which leads to a contradiction with
the termination of the ground completion at the step

— If t[c] = a, then because >> a, we havec = a. Because = d>>ny i@ = b, we have then
d >> b. Considere = f the equational axiom introduced aftee=d in p. If e >> f, then
we have an instance deducebecauseal can be rewritten by = f. Otherwise, because
d >> b, there must be a peak somewherg@jand we can conclude with the same arguments
as above.
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9(f(a,b), f(c,d)) g(f(i, 1), f(k.1))

witha>1i,j >bandd >k, >c

Fic. 8.5 — Example ofnon-maximal parallel peak in the proof by replacement of
o(f(a,b), f(c,d)) =g(f(i,]j), f(kl)). Because we impose the subproofs to be ordered in a val-
ley way, parallel peaks do not appear above the side terms.

The converse can also be shown :

Lemma 8.2. For all ground completion derivation&;);,
f
En C E}

Démonstration.By contradiction, suppose there exiats- b € Ep \ Eg. Because ground comple-
tion terminates at steqp, we can not have an instanceélete thusa # b. Suppose for instance
a>>b.

Becausea = b ¢ Eg, there existp € Pf(Eg) such thatl,_p > p. Considerc = d the leftmost
Introduction in p. We must hava = t|c| for some context]]. If d >> ¢, thent[d] >> b, there must
be a peak appearing im With the same argument than in the preceding proof, there must be an
instance oDeducein Eg, and because we just proved tlﬁét C Ep, this leads to a contradiction
with the termination of the ground completion at the steftherwise, there is an instance of
Deducebetweena = b andc = d, which also leads to a contradiction with the termination of the
ground completion at the step O

THEOREM 8.3(Completeness of Completiddpnacina et Dershowitz, 2005
Ground completion results — at the limit — in the canonical, Church-Rosser basis.

Démonstration.There is nothing more to prove, because we haye- E,, = Eg, and ground
completion is good so we can use lemma8

Notice that becausé. \ Ef=0, ground completion is in fact uniformly fair, as expected.]
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We have therefore shown that the framework of the abstract canonical systems can be applied
to the ground completion. This is not surprising, because this framework was built around this kind
of completion procedures. Nevertheless, we had to give a formal proof, and the fully detailed proof
was not so trivial.



Chapitre 9

Application to Standard Completion

We now want to see if the work presented in the precedent chapter can be applied to the standard
completion Knuth et Bendix, 197D It appears that the proof representation as proof tree with a
RPO as ordering is not well adapted to this case. We therefore had to think about two different
representations, as presented in secii@A fully detailed proof that the standard completion is
an instance of the framework of the abstract canonical systems is then given.

9.1 Presentation

The standard completion algorithm was first introduced by Knuth and Bendix in
[Knuth et Bendix, 197]) hence the name it is often called. Its correctness was first shown by Huet
in [Huet, 19804 using a fairness hypothesis. We use here a presentation of this algorithm as infe-
rence rules (see figu&1l), as can be found irfachmair, 1987Bachmair et Dershowitz, 1994

The Knuth-Bendix algorithm consists in 6 rules which apply to a coipk of a set of equa-
tional axioms and a set of rewriting rules. It takes a reduction ordesingver terms as argument.
The rules are presented in figuel

Since Huet, 19803 standard completion is associated with a fairness assumption (see
[Bachmair, 1987lemma 2.8]) : at the limit, all equations are orient&gd, & 0) and all persistent
critical pairs coming fronRR,, are treated bypeduceat least once.

Because we work with terms with variables, the reduction ordestngan not be total, so that
Orient may fail. Therefore, the standard completion algorithm may either :

— terminate with success and yield a terminating, confluent set of rules;

— terminate with failure ; or

— not terminate.

The completeness of the standard completion will only be shown for the first case.

9.2 Equational Proofs Representation

9.2.1 Proof Terms

This proof representation comes from the rewriting logic (introduced/®spguer, 199Rit is
for instance used irirchner et al., 199p. Consider a signaturg, and a set of equational axioms

1CP design the set of critical pairs, see definit®i9page4s.
2» design the encompassment ordering, see definftibbpage46.

71
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Deducé :
If s=t € CP(R)
E.R ~ EU{s=t},R
Orient :
If s>t
Eu{s=t},R ~ E,RU{s—t}
Delete :
Eu{s=s},R ~ E,R
Simplify :
If s?u
Eu{s=t},R ~ EU{u=t}R
Compose :
If t—u
R
E,RU{s—t} ~ E,RU{s—u}
Collapsé :
If s — u, ands» v,
v—WeR
E,RU{s—t} ~ EU{u=t},R

FIG. 9.1 — Standard Completion Inference Rules.

E and a set of rewrite ruld’ based on this signature. We consider the rules of the equational logic
given in the figured.2 These inference rules define thmof termassociated with a proof. The
notationtt: t—t’ means thattis a proof term showing that the tetnezan be rewritten to the term
t.

Notice that the terms based on the signaturare plunged into the proof terms when they
are formed with the ruleReflexivity andCongruence Notice also thaReflexivity for t—t is

not essential because it can be replaced by a tré&oofruenceisomorph tat. The proof terms
associated are furthermore the same in both case :

Some proof terms defined here are “essentially the same”. For instance, the transitivity operator
should be considered as associative, so that the pfogfs,); Tz andTy; (Th; T) are equal. This
can be done by quotienting the proof terms algebra by the congruence rules obfigure

The rules Associativity, ldentities and Inverse give a group structure to the proof
terms algebra. We can therefore deduce for instance that the p(mpfﬂg)‘l and T[z‘l;rq1
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Reflexivity :

—+
—+
~—+|

Congruence :
m:iti—t ... Thith—t)

f(m, ..., Th) @ fty,... th)—f(tg,...,t))

Replacement :
For all rules or equational axiofh= (g(X1,...,%n),d(X1,...,%)) € EUR,

miti—t ... Thith—t)

0Ty, . .., Th) 1 g(t,... th) —d(t,... 1))

Transitivity :
M .t1—t Th:tr—l3
M, Th . t1—t3
Symmetry :
. t1—oto
T lt,—ty

FIG. 9.2 — Inference Rules for Equational Logic

are equivalent. We similarly havé(nl, ..,Th) "t equivalent tof(rg?,..., M) — because
F(m, 7 USSR

fm ... 1),(f(ﬂ1, TR f (T, TR) )

( (T[1 ) JTI; ) (T[17 5 T )) <T[17"'7T[n)71

f(rrll,nb Lol f(m, . ) T :

f(tl,...,tn) f(my,...,Th)~ 1

f(ry,..., )t

9.2.2 Proofs by Replacement of Equal by Equal

This proof representation was introduced Baghmair et Dershowitz, 199Bachmair, 198F
to prove the completeness of the Knuth-Bendix completion algorithm, using an ordering over such
proofs that decreases for every completion step.

An equational proof stejs an expressios%t wheres andt are termsg is an equational
axiomu = v, andp is a position inp(s) such thas, = o(u) andt = s[a (V)] for some substitution
O.

An equational proof of 59 =ty is any finite sequence of equational proof steps



74

ruleu — v, andp is a position inp(s) such thats, = g(u) andt = s[o(v)], for some substitution

O.

Pi
steps and rewrite proof stgps Sit;

CHAPITRE 9. APPLICATION TO STANDARD COMPLETION

Associativity :
For all proof termsy, T, T,

m; (T, TR) = (Th;Th); TR

Identities :
For all proof termgt: t—t’,

Tt =t

Il
=

Preservation of composition :
For all proof termgw, ..., Th, 14, . .., T4, for all function symbolsf,

f(my,m,..., T 1,) = f(m,...,m); f(,...,T0)

Parallel Move Lemma :
For all rewrite rules or equational axiofn= (g(x1,...,%n),d(Xs,..., X)) € EUR, for all
proof termsry : t1—ty, ..., Th i th—t),

K(T[l,...,Tl'n) =

Inverse :

For all proof termgt: t—t’,
TG, ml=t
TT_l;T[E t/

FiG. 9.3 — Equivalence of Proof Terms

(S Ln) such that = s ;1 for alli € {0,...,n—1}. It is noted
i€{0,...,n}
s Py s P,
& e en

A rewrite proof stegs an expressioa%t ort%swheres andt are terms/ is a rewrite

An proof by replacement (of equal by equaf)sy =ty is any finite sequence of equational proof

b Jico,..n}

such that; = 51 foralli € {0,...,n—1}. Itis noted

Po P1 Pn
HS0S1S519 S Snth
lo l1 ln

wheres; € {«—,—,«—}forie {0,...,n} and
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9.2.3 From Proof Terms to Proofs by Replacement

In order to have a one to one correspondence between proof representations, we need to use
the equivalence of proof terms defined in figdr8. We can refine them to the proof term rewrite
system~ given in the figure9.4, so that the proofs terms in normal form correspond exactly to
proof by replacement.

Delete Useless Identities :
For all proof termgt: t—t’,

Tt/ }
~~> TU
t; Tt
Sequentialization :
For all function symbold, for all proof termsm : t1—t7, ..., Th : th—t},, if there exists
i # j e {1,...,n} such that # t; andT #t;,

f(m,..., ) ~ f(m,t. . th); F(], TR, .. th); . F(HL 1, .. Th)

Composition Shallowing :
Foralli € {1,...,n}, for all =-termsty, . . ., tn, for all proof termsrg : tj—t/, 7 : t/ —t/’,

for all function symbolsf,

flte, ..., T, ... t0) ~ f(te,... T, .. t0); fte, ..., T, . .. th)

Parallel Moves :
For all rewrite rules or equational axiofr= (g(X1,...,Xn),d(X1,...,%))) € EUR, for all
proof termsry : t1—t7, ..., T, : th—t},, if there exists € {1,...,n} such thatrg # t;,

0(Ty,...,Th) ~L(t1,...,ty);d(TY, ..., Th)

Delete Useless Inverses :
For all Z-termt,
t~1 st
Inverse Congruence :
For all termdy, ..., ty, foralliin {1,...,n}, for all proof termsrw : ti—t/, for all function
symbolsf,
flty,...,T0 Y tn) ~ f(ty,.. TG tn) ™t

Inverse Composition :
For all proof termsm, 1o,
(s )™t~

FIG. 9.4 — Rewrite System for Proof Terms

The associativity is still considered as a congruence, so that all proof terms rewrite rules must
be considered modulo the associativity of ; which will be notedrhe class rewrite system that
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we consider will be therefore noted / ~. As it is linear, we can use the work dfiiet, 1980k
We first prove that this rewrite system is included in the equivalence relation of fig@ire

Proposition 9.1 (Correctness)For all proof termsry, 1o, if Th ~ Tk thenty = To.
Démonstration.By case study. ]

The converse is false : for instandd/1,¢2) = f(t1,02); f(¢1,t5) but we do not have
f(01,02) < F(ta, £2); (L1, 1))
To prove the termination of- / ~, according to propositiof.7, we need a reduction orde-

ring compatible with the associativity. We consider only associativity here, although most of the
existing works use associativity and commutativity. Therefore, we need the following lemma.

Lemma 9.2. If A C B then> is B-compatible implies- is A-compatible.

Démonstration.Just notice thas’ % s> t%t’ impliess % s>t %t’. O

We can therefore use th&C-RPO ordering of Rubio et Nieuwenhuis, 199%see definition
6.24paged9). We define a precedencesuch that for all function symbolsand for all rule labels
¢ we have? > f > .~1 >:. The AC-RPO built with this precedence will be noted

To show termination, we also need the following lemma :

Lemma 9.3. For all proof termsrt: t—t’, we havet =t andm > t'.

Démonstration.By induction on the structure of the proof temm

For Reflexivity, m=t =t’.

For Congruence 1t= f(rm,...,Th), t = f(t1,...,tn) andt’ = f(t3,...,t,). By induction hypo-
thesis, for alli € {1,...,n}, we haverg > t;,t/. Furthermorertis not reducible on the top position
using rules §.1), so thatsnf(m) = {f(m,...,1,) : Vi, W € snf(m)}, wheread andt’ are not
reducible. Consequently, by definition of AG-RPO, T~ t,t’.

For Replacemenf mt= ¢(T1,...,Th), t = g(t1,...,tn) andt’ = d(t], ... ,t) where/ = (g,d) €
E UR. With the same arguments than fBongruence we can conclude that > t,t’ (recall that
¢>g,d).

For Transitivity , 1= 11; Tb Wherem, : t—t” andr : t”—t’. By induction hypothesisy =t

andm, = t’. As = is a simplification orderinggt = Ty, T = t,t'.
For Symmetry, t=1¢" ! wherer : t'—t. By induction hypothesis and becausés a sim-

plification orderingjt~ 10 =t/ t.
]

Proposition 9.4 (Termination) The rewrite system~ of figure 9.4 modulo~ is terminating for
ground proof terms.

Démonstration.We can show that-C >, thus proving the termination 6f / ~ :

For Delete Useless Identitiest comes from the fact that is a simplification ordering.

For Sequentialization rules 6.1) are not applicable on the left side whereas they lead on
the right side to ¢ f (Tu,ta, ..., ta), f (1], T, ..., th), ..., F(1],15,...,Th)). We havef >;, thus by de-
finition of a RPO, we must then prove that for alE {1,... ,n} we havef(ty,...,T,) >=rpPo
ft], .t Tty ta), 8 (T, TR =55 (- 4, T, b1, ..., t). By hypothesis there
exists at least fc {1,...,n}\ {i} such thatt; #t;, so we can conclude with the preceding lemma.
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For Composition Shallowing both sides are not reducible using ruléd). We havef >;, thus
we have to show f(t1,...,T§; 7T, ..., th) =rpo f(t1,...,Th,...,tn) @and f(t1,...,T5; 7T, ... ,th) >RPO
f(t1,...,T0,...,tn). Both comparisons hold by definition of a RPO.

For Parallel Moves, both sides are not reducible using rul€sl). We have/ >;, thus we
have to prove thaf(my, ..., ) >rpo{(t1,...,th) and4(Ty, ..., Th) =rpod(T4, ..., ). The first
comparison holds because of the lemma and because there éxisfda..,n} such thatg #t;;
the second one holds because d.

For Delete Useless Inverseshis comes from the fact that is a simplification ordering.

For Inverse Congruence both sides are not reducible using rulésl], therefore this is a
consequence of > -1

For Inverse Composition both sides are not reducible using rulésl), therefore this is a
consequence of 1 >:. O

We can also prove confluence :
Proposition 9.5(Confluence) The rewrite system- is confluent module- on ground proof terms.

Démonstration.The class rewrite system is linear and terminating, so we just have to check that
the critical pairs are confluent.
For o it is easy to check for most of the critical pairs that they are

confluent. We only detail the most problematic one. For two possible applications of
Sequentialization we have for instancef(g(vi,...,Vm),T,...,T,) that can be rewrit-
ten to f(Q(Vlw--7Vm)»t1>--~»tn); f(g(sla'”vsm)?nlv tn) f(g(S[L, 731'])7%_7"'71-[(1)
and to f(g(vi,...,Sm);---;9(Sp,---,Vm), T, - .., Th). Both of them reduce to
f(9(V1,---ySm)i--30(Sys- - s Vm)s tay oo tn); F(9(SE, -+ -, Sm), T, - tn)s -5 T(9(SL, - - -, Sm), t, - -+, Th).

For o the only rules that can interfere with areDeIete Useless IdentitiesCompo-
sition Shallowing andinverse Composition We can check that all critical pairs are confluent.

O

The proof terms rewrite system allow us to give a correspondence between proof terms and
proofs by replacement of equal by equal : normal forms of proof terms correspond exactly to proofs
by replacement. This fact is expressed in the following theorem, which is indeed a generalization
of Lemma 3.6 in Meseguer, 199%or equational logic. We also have operationalized the way to
construct the chain of “one-step sequential rewrites”.

THEOREM 9.6 (Correspondence between Proof Representations)

The normal form of a proof termfor the rewrite system-, noted n{), has the following form :
there exists e N, some contexts, ..., wn[], some indicesii...,in € {—1,1}, some rule labels
(1,...,0n and some termg't... . t5 ... t),... th such that

nf(T) = (Walfa(td, - tm)D)™ 5 (Walln(t], . tR D™
wherev? is a notation forv.
We will denote by n(frt) the normal form of a proof termt
Such a proof term correspond with the following proof by replacement of equal by equal :
1 1y 1 1 7.2 n oy n n
Wi [01(t],-- -ty )] 71W1[d1(t1, St S —2 -~ Wn[gn(t], ..., th)] 7an[dn(t1> oo tm)]
1 2 ‘n

where for all je {1,...,n} we have :
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— pj is the position of] in w;],
— ifij:]_andijR,
~ 5;= «— ffij=-1land/{; R,
— if Ej cE.

—if j # 0, widi(t],... th)] = wialgia ]t D).

Démonstration.We first have to check that proof terms in that form are indeed irreducible by
what is left to the reader.

Then, suppose that we have an irreducible proof term. Becaegeentializationcan not be
applied, there is at most one ; under all function symbols. Bec@osgposition Shallowingcan
not be applied, there are no ; under all function symbols. Beckweese CongruenceandIn-
verse Compositioncan not be applied; ! is applied between ; and function symbols. Irreducible
proof term are therefore application of ; over eventuatlyover base terms composed of function
symbols and rule labels.

BecauseDelete Useless Identitieand Delete Useless Inversean not be applied, there is a
least one non-trivial proof (i.e a proof with a label in it) in each of these base terms. B&ause
guentialization can not be applied, there is at most one non-trivial proof in each of them. Because
Parallel Moves can not be applied, the subterms of the labelsZaterms. Consequently, each
base term contains one and only one rule label, appliédtesms. O

Example9.1 Considerm= f(¢1(¢2), (¢3;r)~1) wherely : g(X)—d(X), £2 : s=t, f3: | —r1, we

have

T— f(01(8);d(l2), (43;r)™Y) (Parallel Moves)
— f(E(9):d(£2), ) (A1), (€)Y (Sequentialization)
— f(¢1(s);d(¢2),r); f(d(t), r—l;égl) (Inverse Composition)
- f(01();d(£2),r); F(d(t),r;65%) (Delete Useless Inversgs
— f(¢1(s);d(¢2),r); f(d(t),ﬂgl) (Delete Useless Identities
— f(L1(9),1); (d(£2),r); F(d(t),l31) (Composition Shallowing
% f(£1(s),r); F(d(£2),r); f(d(t),¢3)~? (Inverse Congruencé

This last term is the normal form proof term, and it is equivalent to the proof by replacement
f(g(s).1) —— F(d(8),1) 5 F(d(t). 1) <= F(d().]).
1 2 3

Due to this theorem, normal forms of proof terms can be considered in the following indiffe-
rently as proof terms or as proofs by replacement.

9.2.4 Proof Representation used

In the following, theproof termsrepresentation will be used, and the subproof relatiomill
therefore be theubterm relation
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9.3 Proofs Ordering

The representation of Bachmair by the mean of proof by replacement was defined to introduce
an order on proofsgachmair, 198]: given a reduction orderings>, to each single proof steps

p
st is associated aost The cost of an equational proof ste%p—vﬂ is the triple({s,t},u,t).
P —

The cost of a rewrite proof stespL:p\;t is ({s},u,t). Proof steps are compared with each other
according to their cost, using the lexicographic combination of the multisgt,; extension of
the reduction ordering over terms in the first component, the encompassment osderimthe
second component, and the reduction orderisgn the last component. Proofs are compared as
multisets of their proof steps. For two proofs by replacement we will write p >rep q if pis
greater tham for such an ordering.

Using theoren®.6, we can translate Bachmair’s proof ordering to proof terms :

Definition 9.1 (Bachmair's Ordering on Proof Terms). For all proof terms T4, Th, we say that Ty >p
D iff
nf(m) >repnf(m)

Example9.2 Considernmy = f(é;l;éz) andm = f(¢3) wherelq, = a—b, /, = a—c and/z =

b = c, and supposa > b > c.

We havenf(rg) = f(b)<Zi f(a) % f(c) andnf(me) = f(b) % f(c). The cost ofnf(m)

is {({f(a)},a f(b)),({{f(a)}1}7a,f(c))2}}, the cost ofnf(my) is {{(3{{f(b),f(c)}},b,f(c))}}, SO

nf(m) >repnf(m) andm >p 1.

Nevertheless, we cannot hope to extend an RP@-tarms to an RP®>rpo on proof terms
so that>g and>p, coincide for the normal forms of proof terms :
Counter-exampl8.3 Suppose we have= {f! a% b°% c®} where the exponents of function sym-

bols denote their arity, and a precederice a > b > c. We consider the RPO based on such a
precedence.

Let/s = f(a)—c and/, = b—c.
We now want to extend the precedencé t@and/y, in order to extend the RPO to proof terms.
If we havels < ¢y, f(a) %c >rep b%c but /¢ <rpolb-
f b

If we supposef > /¢ > {, we havef (a) %c >rep f(D) €—1> f(c) butls<rpof (£b).
- f b
If we suppose/; > ¢, and ¢ > f, then f(f(b)) % f(f(c)) >rep f(a) %c but
b f
f(f(ﬁb))<rpo€f
Such an extension is therefore impossible, there is no extensisp,@bn proof terms so that
for all proof termsry, T, we haven f (1) >rpon f(Te) if and only if nf(1n) >g nf(Mp).

In the following, the proof ordering- between proof terms will be the orderings restricted
to proofs with the same conclusion.

3or better alAC-RPO



80 CHAPITRE 9. APPLICATION TO STANDARD COMPLETION

9.4 Adequacy to the Postulates

9.4.1 PostulateA

The proof of(u,v) € EURlabelled by? is ¢(x1,...,Xn) wWherexy, ..., x, are the free variables
of (u,v).

9.4.2 PostulateB

We can replace the assumptiéfmy, ..., T,) of something proved by its proof where the free
variables are replaced by the proats. . ., T,.

9.4.3 PostulateC and D

These postulates hold because of the tree structure of proofs.

9.4.4 Postulatee

This one does not trivially hold.
We first show the following lemma :

Lemma 9.7. For all function symbols f of arity a1, for all proof termsry,..., ™, gandr,

q> rimplies f(Ty,...,q,...,T) > f(m,...,r,...,Th)

Démonstration.Suppose q > r, thus by definition nf(q) >rp nf(r). To compare
f(m,...,q,...,T,) and f(m,...,r,...,T,), we have to transform them to proof by replace-
ment. As— is Church-Rosser, the way it is applied does not matter.

~s [

We have

f(m,....,q,....,Th) —* f(m,ta,...,ta);.. s F(t, ., tn)se o F(E, .., TT)

~y

—* f(m,ty,. L tn);. s T, nf(Q), ) F(E, . Th)

~y

Then, if nf(q) contains ; the underlined term will be split I§omposition Shallowing If
it contains~! the rulelnverse Congruencewill be applied. Some terms outside the underline
corresponding to identity will be removed Belete Useless Identitiesand the normal form will
look like

(Tt tn)i s (O t) Y F (e Omy - t) ™ (L TT)

with nf(q) = q{;...;qm.

The same will apply with, and therefore, to compare the initial proofs, we just have to compare
the costs of the underlined terms.

The cost of nf(q) will look like  {({s1},u1,h1),....({Sm},um.bm)}.
Then the cost of f(t,....01...,tn)5...; F(t], . Omy. .o t)™  will  Dbe
L], st oug, F(E, e t)), o (P (R Sme ) o um, T(EL o homy o te)) )
For nf(r) they wil be respectively {({g1},v1,d1),....({9p},vp,dp)} and
LA, 01, t) ove, T, g, tn)s e (P (L2, s - tn) o vp, T dps e tn))
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>>, which is used to compare the first and the third components of each part
of the cost, is a reduction ordering, so thatf(q) >wp nf(r) implies for instance

f(ti,,ql,,tn)ll,,f(ti,,qm,7tn>lm >rep f(ti,,rl,,tn>ll,,f(ti,,rp,7tn>lp
[

The same is true for labels :

Lemma 9.8. For all rule labels/, for all proof termsry, ..., T, gandr,

g>rimpliest(my,...,q,...,Th) > 0(Ty,...,I,...,Th)

Démonstration./(Ty,...,q,...,T,) and ¢(Ty,...,r,...,T,) can be reduced byarallel Moves
to {(ty,...,tn);d(T,...,qQ,...,Th) and{(ty,...,ty);d(Ty,...,r,...,T,). We can therefore conclude
using the preceding lemma.

[]

This allow us to show

THEOREM 9.9 (Postulatee for Equational Proofs)
For all proof terms pr, for all position i€ p(p),

p;i >rimplies p> p[r};

Démonstration.This is proved by induction on Fori = € this is trivial. Fori # €, by induction
hypothesis, the result holds for the subproofgo€onsider the head qi :
— for Symmetry, it is trivial ;
— for Transitivity , it comes from the fact that equational proofs are compared as the multiset
of their equational proof steps;
— for Congruence it comes from lemma.7;
— for Replacement it comes from lemma&.8.

9.5 Completeness of the Standard Completion

9.5.1 Standard Completion is Sound and Adequate

This is shown in Bachmair, 1987Lemma 2.1] : ifE,R~ E/,R, thenﬁ andﬁ are the
'y

same. To prove this, one has to verify it for each inference rule of standard completion, what is left
to the reader.
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9.5.2 Standard Completion is Good

This is shown in Bachmair, 1987Lemma 2.5, 2.6] : iE,R~ E’,R/, then proofs irE,R can
be transformed to proofs i&’, R using following rules :

S«——t —
S«——t —

S+—S —»

‘i
.L
4

|
!

|
!

sS—t

S— U+t
E/
S

S+t
E/

* *
S—V+—1t
R 24
S—V+—1t
R 24
S—V+——t

E/

We have— C>, so these proofs become indeed better.

9.5.3 Standard Completion is Canonical

The proof is essentially the same as for ground completion, but the relation with proofs by
replacement is more obvious here because of the choice of the ordering over proofs. Remember

that by fairness assumptioB, = 0.

Lemma 9.10. For all standard completion derivation&, R);,

El C

Re

Démonstration.By contradiction, suppose there(es b) € Eg\ R, labelledl. Because completion
is adequate, there exigts= HPf(Rw.) provinga=b. Becausea=b ¢ Eg 0(X1,...,%n) € Nf(Eg) =
Nf(R.) where(x;); are the free variables @f so that

p > {(xq,

— If there are no peak inf(p), thennf(p) is a valley proof, and it is easy to show that it is

ey Xn)

smaller thar/(xy, ..., Xy), which is a contradiction with the preceding comparison.

— Ifthere is a parallel peak, for instansie, €] e; gld, € %s[d, f], then the proof by replace-
1 2

ment where this peak is replaced $jg, €| %S[C, f]

<£i—s[d, f] is smaller, thus leading to a
2 1

contradiction with the minimality op in Pf(R).
— If there is a critical peak, then by fairness assumption there is som& stie@re this critical
peak is treated bpeduce The proof of the conclusion of the critical peak at the #tefl is

therefore smaller. Because standard completion is good, it can only go smaller, so that at the

limit we can find by replacement of the critical peak by this proof a smaller proatob,
thus leading to a contradiction with the minimality pfn Pf(Re).

[]

Lemma 9.11. For all standard completion derivation&;, R ); whichterminate without failure

Ro C E§
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Démonstration.By contradiction, suppose therg&b) € R \ Eg, labelled by/. Then there exists

a proofp € qu(Eg) such that’(xy,...,Xn) > pwherexy, ..., X, are the free variables d¢f
Rules comes from orientation of equational axioms throDgknt, so thata >> b. The cost of
(Xq,...,%n) isthen{({a},a b)}. Consider the leftmost step off(p). It is of the forma(_‘l—>d) a[d];

c,
wherec=a;. Ifitis aaijc a[d]; then the cost of this proof step would §efald]; }},d, a) }}, which is
then greater thaf({a},a,b) }}, thus leading to a contradiction with the fact th@ts, ..., xn) > p.
If a<—>a[d] then the cost of this proof step would §éefa, a[d];i }, c,a[d];) }}, which is then greater

than {{({[a}} a,b)}, thus leading to a contradiction with the fact thf@xl, ., Xn) > p.Ifitis

a—d> a[d]; then there is a critical paiib,a[d];) in R» (we just proved thaE C Rw). The fairness
C—

assumption will therefore apply, and theref@reducewill produce the equational axiom= a[d|;,
which will be oriented, and—b € R, will be simplified throughComposeor Collapse Because

a—b is persisting, it must be generated once again, thus contradicting the termination of the
completion. ]

THEOREM 9.12(Completeness of Standard Completion)
Standard completion results — at the limit, when it terminates without failure — in the canonical,
Church-Rosser basis.

Démonstration.There is nothing more to prove, because we Haye- Eg, and standard comple-
tion is good so we can use lemmd.8

Notice that because, when standard completion terminates without f&RIKES = 0, it is in
fact uniformly fair, as expected. Il

Note: When standard completion does not terminate, the resultinB.s&t saturated because
Eg = R! C R, (theorem?7.7), but it is not necessarilgeduced

This shows that the standard completion is an instance of the framework of the abstract cano-
nical systems, when we choose the convenient proof representation.



Chapitre 10

Conclusion

10.1 Abstract Canonical Systems and Natural Deduction

To apply the theory of abstract canonical systems to sequent systems such as natural deduction,
we had to generalize it. This has been done by removing the premise monotonicity postulate (pos-
tulateD) and by changing the postulate of replacement (post&ateEye). This gives us indeed
a conservative generalization, so that instances of the original version of the framework of abstract
canonical systems are instances of its generalization too. Another solution could have been to use
another presentation of the sequent calculus where premises appears as the leafs of the proofs, as in
the representation used for ground completion. This is the case for instance for some presentation
of the linear logic.

We have shown that when considering the transitive closure oBffezluction as ordering
over proof terms, minimal proofs correspondsQat-free proofs. This approach can be gene-
ralized to richer sequent systems. The only requirement is that the reduction associated with
such a system is strongly normalizing, and corresponds to a proc€sg-alimination. For ins-
tance, this can be applied to sequent calculus thanks to the work of Herbelin abatddtoeilus
and its associated reductionddrbelin, 199% and to linear logic with the proof-nets reduction
[Cosmo et Guerrini, 19991t would be interesting to see how this method could be adapted to
the Martin-Lo6f type theory§artin-L6f, 1984 or one of its extensions, or to the sequent calculus
modulo Powek et al., 200Bwith the associate@-calculus Wack, 200%.

Nevertheless, one should also consider other orderings for such systems. Because proof in
natural deduction are naturally representeddgrms, it should be interesting to investigate what
happens when using the Higher Order Recursive Path Ordelingfinaud et Rubio, 19P6

Furthermore, whereda3ut-free proofs are well adapted to automated proof search, they do not
correspond to the notion of what a “good” proof is for a mathematician. Lemmas that are inlined
in Cut-free proofs help considerably to the understanding of a proof by a human being. It could
be interesting to investigate how this notion of good proof can be translated into the formalism of
abstract canonical systems. The use of the “good” number of lemmas introduced seems to have
something to do with the optim@treduction, thanks to the Curry-Howard isomorphism : a lemma
should be introduced if it can be used several times in the proofs, which correspond of a proof term
of the form (Ax.w[x,x])I, but it should not be introduced when it is never used, which correspond
to a term of the forn{Ax.t)l wherex does not freely appear in

84



10.2. COMPLETION(S) 85

10.2 Completion(s)

We presented in this report full proofs of the adequacy of ground and standard completions to
the theory of abstract canonical systems. This conducted us to think about the relations between
equational proofs representation. The first one, proof terms as presentddsaduer, 1992is
convenient to consider proofs as terms, with subterms relation and substitutions. The other one,
presented inBachmair et Dershowitz, 1994s fully adapted to the study of the completeness of
the standard completion procedure. We presented a way to pass from one representation to another
by the mean of the proof term rewrite rules presented in fi§uéeThanks to this, we can extend
the ordering introduced with the proof by replacement to the proof terms and thus combine the
advantages of both representations. The demonstration of the completeness of standard completion
is consequently the same as Bechmair et Dershowitz, 1994

One has now to see how these proofs can be extended to other completion procedure. Bach-
mair introduced another proof ordering to prove the completeness of the completion modulo
[Bachmair, 198]; so that the generalization to this seems possible. One should also look at some
other kind of deduction mechanisms, such as Buchberger’s algorigbhohperger, 19%r reso-
lution [Robinson, 196p

Furthermore, proof terms as presented Megeguer, 1992are one of the basis for the-
calculus Cirstea et al., 20Q&ittp: //rho.loria.fr/]. The link between the completion proce-
dure and the sequent systems mentioned above can probably be found here. Such a relation was
already presented by Dowek in a paper where he proves that confluent rewrite rules can be linked
with Cut-free proofs of some sequent systeris\vek, 2003.

Moreover, the framework of the abstract canonical systems was developed as formal as pos-
sible, so we can think of an utilization in an interactive theorem prover such asiogq:[
//coq.inria.fr/]. We could therefore obtain a formal proof of the completeness of the different
completion procedures, what does not seems to exist yet.

Finally, another formalism to describe logical systems, the theory of general logic, was intro-
duced in Meseguer, 198Marti-Oliet et Meseguer, 1994t should certainly be interesting to see
how this interacts with the theory of abstract canonical systems.


http://rho.loria.fr/
http://coq.inria.fr/
http://coq.inria.fr/
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