
 

 

Inégalité valide en variables mixtes 

 

Rappel : soit   xbyZRyxY   :,  avec R+ l’ensemble des nombres réels positifs ou nuls, Z l’ensemble 

des nombres entiers relatifs et b un réel quelconque. On note f la partie fractionnaire de b :   fbb   avec 

0f<1 

L’inégalité   f
xby



1

 est valide pour Y. Elle est appelée inégalité de base. 

 

Soit   cxbxyZRyxX   ,:,  

avec c un entier positif et b réel quelconque. 

 

1) Montrer que l’inégalité suivante  by   est valide pour X. 

2) En utilisant l’inégalité de base, montrer que l’inégalité suivante    bfcxy
f


1
1  est valide pour X. 

3) On considère le cas b=2,5 et c=2. Dans le plan orthonormé avec x en abscisse (horizontale) et y en ordonnée 

(verticale), représenter X et les deux inégalités valides précédentes. 

 

 

 

Inégalité de couverture et extension. 

 

Soit N un ensemble d’objets. Pour i appartenant à N soient ai  un entier>0 représentant le poids de l’objet i. Soit 

b  un entier t.q. ai≤b pour tout i appartenant à N . b représente la capacité du sac-à-dos. 

La contrainte de sac-à-dos modélise le fait que le sac-à-dos ne peut supporter un poids total des objets supérieur 

à b.  

Elle s’écrit )dosàsac(  
bxa

Ni ii  avec xi 
1 si l' objet i est chois i

0 sinon





 

 

On note S l’ensemble des vecteurs booléens (indexés par les objets de N) et satisfaisant la contrainte de sac-à-

dos. On note P=ConvS l’enveloppe convexe de S. 

 

Soit C inclus dans N. On dit que C est une couverture si aiiC  b  . 

Si C est une couverture alors l’inégalité xiiC  C 1 est valide pour S  (et donc P) puisqu’un vecteur t.q. 

xi 1 iC   n’est pas dans S. Cette inégalité est appelée inégalité de couverture. 

On dit que C est une couverture minimale si C est une couverture et C-{i} ne l’est pas pour tout i de C. 

 

Sous la condition ai≤b la dimension de P est pleine c’est-à-dire égale au nombre d’objets de N. 

 

1) On considère ici un ensemble N=,,,, de 5 objets et l’ensemble S des vecteurs booléens satisfaisant la 

contrainte de sac-à-dos : 
 








)( 1,0

)dosàsac( 4028121723 54321

Nix

xxxxx

i

 

 

a) Soit C={1,2,3}. C est-elle une couverture ? Est-elle minimale ? 

 

b) On considère la couverture C={1,2,3}. Montrer que l’inégalité de couverture 2321  xxx  induit une 

facette de P c’est-à-dire que   PxxxRxF  2: 321
5  est une facette de P. 

 

2) On rajoute maintenant un 6
è
 objet à N et de poids a6=27. On note maintenant l’ensemble S des vecteurs 

booléens satisfaisant la contrainte de sac-à-dos : 
 








)( 1,0

)dosàsac( 402728121723 654321

Nix

xxxxxx

i
 

On note P=ConvS. 

 

a) Montrer que Sxxxxx  02 6321 .  



b) Calculer  maximum tel que 26321  xxxx  soit valide pour S c’est-à-dire vérifiée par tous les 

vecteurs de S.  

c) Montrer que la nouvelle inégalité obtenue induit une facette de P. 

 

 

 


