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Exercices

Dimension et faces élémentaires du Quadric Polytope

On considere le probléme quadratique en variables 0-1 suivant:
miny . __ Gx, +lei,jsncijxixj s.c.% 0{0,} 1<i<n

oun est un entier supérieur ou égal a 2.
1) Proposer une linéarisation du probléme en rajodtat —1) nouvelles variables et
2n(n- 1) nouvelles contraintes, en gardant toutefois laatare 0-1 des variablgs

2) On noteBP, :{x,y) D{O,J}”*mnz__l): Y =xxl<i<js< n] et QP, = Con\BR, .

a) Poum=2 et 3, exhiber les points &®,. Quel est le cardinal d&, en fonction den
?

Pourn=2, dessineQP,,.

b) Exhiber n(n+1)+1 points deBP, affinement indépendants. En déduire la
dimension d&)P,.

c) On considere les 4 inégalités valides @Ry suivantes:

f(xy)=y; 20

f(xy)=%-y;20

f(xy)= X ~Y; >0

fxy)=y;—x-x% +1=20

Dans chacun des 4 cas, donner la dimensio@Rjex f(0) = Conv(BP, n f}(0)) ou
£70) = {(xy): f(xy) = 0}

En déduire la nature des facesQ@f®, induites par ces 4 inégalités.

Dimension de 'hypersimplex polytope.
1) SoitMOR" . Montrer que AfM=Aff(ConvM).

Montrer que la dimension dgy estd-1. Qu’en est-il sk=0 ouk=d ?

Enveloppe affine du Quadric Polytope sous une aorte de cardinalité.

Soit 2<k<n-2 et BR, :{(X, y)0f0, 3™ = DX Tky =xxlsi<js n:} .

1) Montrer que pour<i<n lej<i i +Zi<jsnyij - (k-1)x, =0 O(x,y) OBP,,
2) Soit f(xy)=a,+D, 8% +lei<jsnah.yij t.g. O(x,y) OBP,, f(x,y)=0. On

notera indifferemmend; ou a; pouri<j.
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2.1) Montrer quea;; — &, = &, — &, pour tout quadruplet d'indices distingts, j, h.
[a12 =A+A,
2.2) SoitA;,A,, A5 solution du systeme (inversiblT)&lS: A +A; etOi=z4A; défini
By = Ay +Ag
para; =A, +A,; etfinalement, défini para, = Ay — (k- 1)A,.
Montrer quea; = A; +A;1<i<js<neta =Ag—(k-DA;i=1.,n.
déduire que

3) En
TCR RN IR U SPNL ) R TED JURVE (S0

et donner l'intersection des hyperplans conteri)t, .
4) Donner la dimension de I'enveloppe affine®g, , .

Enveloppe affine du polytope des cycles hamiltogiien

On considére Kle graphe complet desommets et>3. On numérote les sommets de
1 an et on note N={1,2,.n} et E={{i,j}: i,j parcourent N et} qui est 'ensemble des
arétes de K

Un cycle hamiltonien de K est une séquence dearétes ¢ e,..., § t.q. ={i1,io},
e={ip,iz},..., en={in,i1} ou {iy,io,...in}=N c’est-a-dire un cycle de longueunrpassant
par tous les sommets.

Pour chaque cycle hamiltoniéR on notex” son vecteur caractéristique défini par
+_J1 siedT
_{O sinon
On note TA)={xT: T est un cycle hamiltonien de,K} I'ensemble des vecteurs

caractéristiques de cycle hamiltonien.
Dans la suite une arétej} sera notéd j quand elle apparaitra comme indice d’'une
variable ou d’un coefficient.

. xT est donc un vecteur|& =4n(n-1) composantes.

1) Vérifier que toutxT appartenant a W satisfait I'égalité f. (x") =0 ou f; est la

n
fonction affine définie paff; (x) = inj — 2 pour tout appartenant a N.

E

2) Soit f (X) = D_ax% +a, t.q. f(x") =0 Ox" OT(n)

elE
2.1) Montrer quea;; +ay, =@; +a&, pour tout quadruplet d'indices distinctg, j,h

(n>4).

[a12 =A+A,
2.2) SoientA;,A ,,A; définis comme solution du systéme (inversitTa)S: A +A; et

By = Ay +Ag
pour &i<n A; défini par I'équatiors; =A; +A, .

n
Montrer quea; = A; +A; pour toute arétei{} de K, et quea, = —ZZ)\i :
i=1
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n

3) En déduire qud (x) = Z)\ifi (x) et donner lintersection des hyperplans contenant
i=1

T(n).

4) Donner la dimension de I'enveloppe affine de)T(

Graphe du Quadric Polytope

Pour n>2 soit BR, :{x,y) 0{0, 4" 7 : Yij =%X%1<si<js n} et QP, = Con\BR,.

On noteN={1,...,n}.
On notez=(x,y) et pourSON Z° le point deBPp t.q. % =1i 0S, x =0i ON-S.

Onaz” =0.

Pour MON soit [lapplication définie par Wy(z2)=z tq.
(X =1-x i OM
X =X I ON-M
Yi =X 7Y ]
. . sl OM,JON-M
XY b=t
Yi :1—>g—xj+yij L) UM<
i =Y L) ON=M,i <]

P, est bijective et affine. De plug,,(z/) = ZV"WEMV) et 2/ = ,,(ZVEM MV,
Donc Y, transforme un point dBP, en un point deBP, et tout point deBP, est
I'image d’au moins un point d8Pp, . DonCLpM(BPn): BP, etLpM(QPn): QP,.

1) Donner l'application t.q. pou # T le segmen}z®,z" | est limage dfz”,z"] avec
T 0.

2) Montrer que le segme[lt zé] avecS #[J est une face d@Py, .

3) En déduire que tout segme{z\f,zT] pourS#T estune face d@P,, .

4) Soit GQPy, ) le graphe dont les sommets sont les points mesédeQP, (c’est-a-
dire BP,) et les arétes les faces de dimension 1Q&g . Quel est le diametre de

G(QPn)?

Polytope des stables d’un cycle impair

Soit G=(V,E) le graphe dun cycle impair ouVv={1,2,....%k+1} (k=2) et
E={(1,2),(2,3),...,(%X,2k+1),(k+1,1)}.

Un stable des est un ensemblf de sommets d& t.q. 2 quelconques d’entre eux ne
soient pas reliés par une aréteS®ist un stable alors le vecteur caractéristiqus elst

le vecteurxS indexé par les sommets @eet t.q. x° =1 si le sommet est dansSet 0
sinon.

On noteS(G) I'ensemble des vecteurs caractéristiques detestdbG.
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Etant donnée une inégalitgx) < a valide pour§(G) c’est-a-dire vérifiée par tous les
vecteurs caractéristiques de stable&dk face de Corfy{G) induite par cette inégalité

est par définition{x f(x) =a}n Comv§(G) c'est-a-dire I'ensemble des points de
Convg(G) qui “saturent” cette inégalité.

1) Montrer que les inegalites valides=0i0V,x +x;<1(i,j) UE induisent des

facettes de CorG).

2) On noteP(G) le polyédre défini par 'ensemble des solutionssgstéme d’inégalités

% 2010V,x +x;<1(,j) UE.

Montrer que le poink* de coordonnées: =3 pour touti OV est un point extréme de
P(G).

3) Montrer que I’inégalitéziwxi <k est valide pou§G) et qu’elle induit une facette
de ConyG).

4) SoitG* le graphe obtenu en rajoutanGaun sommet, noté 0, relié a tous les autres
sommets deG sauf un. On not&(G*) I'ensemble des vecteurs caractéristiques des
stables d&*.

Montrer que) ., % <k n’induit pas une facette de CaH@").

Déterminer a maximum t.q. l'inégalitéax, +vaxi <k soit valide pour§GH).
Montrer gu’alors I'inégalité obtenue induit unedéte de Cong(Gt).

Polytope des stables d’'un anticycle impair

I. Résultat préliminaire.
Soit le polytopeP=Con\s avecS={x®),x@,...xP)} un ensemble fini de points dedRt

soitf une fonction affine t.gP O f *(]-,0]) (i.e. Ox OP f(x)< 0).
Soit F=P n f7}(0) la face deP induite parf.
Montrer queF = Con(S n f4(0)).

Il.
Soit le graphé& suivant:

Un stable de5 est un ensemblf de sommets d& t.q. 2 quelconques d’entre eux ne
soient pas reliés par une aréteS®ist un stable alors le vecteur caractéristiqus el
le vecteurxS indexé par les sommets @eet t.q. x° =1 si le sommet est dansSet 0

sinon.
On note §G) l'ensemble des vecteurs caractéristiques deslestade G et
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P(G)=Con\yG).
Soit le polyedre)(G) défini par le systéme d’'inégalités suivant:
X, X% <1 ()

Xl
1% X3 +Xe <1 (2
’X1 X, X <1 (3
4 X2 +X4 +X6 <1 (4)
X2 X4 +Xx;, <1 (5)
L x B <1 (6)
l X B <1 (D)
X =01i=1..,7

On aP(G) U Q(G).

1) Montrer que le poink* de coordonnéess =1 pourtouti=1,...,7 est un point
extréme d&)(G).

.....

Montrer queF est une facette d&(G).

En utilisant le résultat du |, montrer géeest un simplexe (c’est-a-dire I'enveloppe
convexe de points affinement indépendants).

4) SoitG la face deP(G) définie parG =F n {x: Xy + X4+ Xg :1}. Montrer queG est
une facette d€.

Polytope des sous-graphes bipartis d’un graphe

G=(V,E) désigne un graphe non orienteses sommets & ses arétes.

Etant donndV inclus dans/, le sous-graphe d@ induit parW est le grapheW,E(W))

ou EW) est 'ensemble des arétes@eayant leurs deux extrémités datls

Le vecteur caractéristiquéV deW inclus dang/ est le vecteur d® coordonnées en 0-
1 siuwW

0 sinon

On définit BG) I'ensemble des vecteurs caractéristiquesWilegli induisent des sous-
graphes bipartis d& i.e. BG) :{XW: wov, (W,EW)) est biparﬂ.

On rappelle qu'un graphe biparti est un graphe dest sommets peuvent étre
partitionnés en 2 stables (éventuellement vides),stable étant un ensemble de
sommets non reliés par une aréte. Cela revieneagdiun graphe est biparti ssi il peut
étre colorié avec au plus 2 couleurs.

Exemple: considérons le grapBesuivant

1 définies parx, :{




W={1}, W={1,2}, W={1,2,3}, W={2,3,4,5} induisent des sous-graphes biparti$de
W={1,2,5} n’'induit pas un sous-graphe bipartiGe

On note PG) le polytope défini par I'enveloppe convexe deGB(On peut vérifier
facilement que ce polytope est de dimension pleiest-a-dire]V] .

Un cycle deG est une séquence d'arées e,..., & t.q. e1={uy,up}, e={uo,uz},...,
ex={ uk,U1} oU ug,Up,us,... Uk Sont les sommets aux extrémités des arétes.
k
On considere l'inégalité suivantE X, < k-1 pourk impair. On l'appellera inégalité
i=1
de cycle impair.

1) Etude de l'inégalité de cycle impair.
a) Montrer que l'inégalité de cycle impair est dalipour BG).

b) Soit C le graphe de sommets,up,us,...Ux SUpPpPOsSés maintenant tous distincts et
ayant pour uniques arétes={us,up}, eo={up,us},..., e&x={uk,u1} ou k est impair.C est
donc un cycle élémentaire (sommets distincts) dgueur impair.

Montrer alors que I'inégalité de cycle impair indune facette de Bj. (On exhiber&k
points de BC) affinement indépendants et appartenant a la ifadeite c’est-a-dire
vérifiant I'inégalité avec égalité).

c) On appelle corde une aréte entre 2 sommets arsecutifs d’'un cycle. Par exemple
une aréte entrap et us est une corde d€. Montrer que sC contient une corde alors
I'inégalité de cycle impair est la somme d’une autégalité de cycle impair plus petite
(i.e. avec moins de variables) et d’'inégalitésidies de la forme><ui <1 pour certains

sommetsy; deC.

d) On revient maintenant a ®( Etant donné un vecteur de R, de coordonnées
comprises dans l'intervalle [0,1], proposer unehudé polynomiale erO(\/I:") pour

trouver une inégalité de cycle impair violée par

A.N. Considérons le graphe de la figure ci-dessusSupposons
=1 % =%, X% =%, X, =1, x5 =4. Donner 2 inégalités de cycles impairs violées
par ce point, en appliqguant la méthode précédente.

2) Lifting et applications.
Soit une inégalitéax<a qui induit une face de Bj. Soit le grapheG* obtenu en

rajoutant &G un sommet universeb c’est-a-dire relié a tous les sommetGie
Soitd = max{axs: x® est le vecteur caractéristique d' un st&ide G}.

a) Montrer que I'inégalitéx + (o - 8)x, <o est valide pour B*).
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b) Montrer que I'inégalitéx +(a - 8)x, < a induit une facette de B¢) si ax<a induit

une facette de B). (On exhiberd\V +1 points de BE*) affinement indépendants et
appartenant a la face induite c’est-a-dire vériflamégalité avec égalité).

c) D’apres le résultat de la question 1)b) on gaé I’inégalitéxul X, T Xy, S 2 induit
une facette de P@ ou K3z est le graphe complet d’ordre 3 construit sursi@mmets

Uy, Uy, Ug.
Montrer en appliquant récursivement le résultatiadguestion précédente 2)b), que
n

l'inégalité qu < 2 induit une facette de PgKou K, est le graphe complet d’ordne
i=1

construit sur les sommets,u,,us,,...,u, (n>3). Cette inégalité est appelée inégalité

clique.

d) SoitC le graphe de sommats,up,us,... Uk tous distincts et ayant pour uniques arétes
e1={uy,up}, e={uo,us},..., ex={ uk,u1} ou k est impair.C est donc un cycle élémentaire
de longueur impair.
Kk
D’apres la question 1)b) on sait que I’inéga@,ﬁxu_ < k-1 induit une facette de €.
i=1
Soit le grapheCt obtenu en rajoutant @ le sommet universalp. On peut voirC*
comme une roue de centigaveck rayons.
Montrer en appliquant le résultat de la questionb),2) que [inégalité
k —
qu_ +k—21xuo < k-1 induit une facette de €7). Cette inégalité est appelée inégalité
i=1
de roue impaire.

Polytope des coupes d’'un graphe

Soit un graphé&=(V,E) avecV I'ensemble des sommetsEt’ensemble des arétes de
G. e=(i,j) désignera une arégeayant pour extrémités les sommettj. PourUlV, on
désigne pad(U) I'ensemble des arétes ayant une extrémité daesl’autre extrémité
dansV\U. Par définitiond(U) est une coupe de.
PourE'JE, le vecteur caractéristique Beest le vecteux, indexé par les arétes Ge et
défini par:

{1 siedE'
X = ,

0 sinon

On note QG) l'ensemble des vecteurs caractéristiques des esouge G et
P(G)=Conv(Q@)) I'enveloppe convexe de Gf.
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Exemple :

U={1,2,4,7}, &U)={(2,5),(2,3),(3,4),(3,7)}. Le vecteur caractéiigte de cette coupe
est:

<
I
<
N
[é)]
1
oOFR R R PP oo

Noter qu’une coupe peut étre éventuellement vigtendre par exempld=[ .

1) Dimension de Rg).
Soit
f(x)=a,+ > a;x; =0
(i,))OE

I'équation d’un hyperplan contenant@)((avecao, a; LIR). Montrer que :

a, =0

g; =0 0(, j))UE

Pour cela, on considérera les vecteurs caractgregtides 4 coupes définies par :
u=0, U={i}, U={j}, U={i,j}.

En déduire la dimension de®)(

2) Inégalités valides.

Un cycle deG est une suite d’arétes de la formgid),(i2,i3),...,(ik,i1) OU i1,iziz,...,ik
sont des sommets tous distincts. Une corde estaué® entre 2 sommets non
consécutifs du cycle.

Soit un cycleC deG et (,j)IC. On considere I'inégalité:

36




lo = XS DX
edC-(i, )

a) Montrer que I'inégalité, est valide pour F¥) c’est-a-dire vérifiée par tous les points
de QG).
Montrer que sCC contient une corde, alors l'inégalit¢peut se déduire de la somme de
2 inégalités du méme type.
b) Soit maintenanti{,j1), (i2,j2),(is,j3) 3 arétes d€. On considere I'inégalité:

l, = —2+X%; *+X Xe
CH(iy. )iz, J2). iz, 1)}
Montrer que I'inégalitd; est valide pour ) c’est-a-dire vérifiée par tous les points de
Q(G).

c) Proposer une inégalité valide généralisant ees thégalitéd, etl;.

iz)s i3 =

3) Facette.

On considére ici un grapt@ constitué d’'un seul cycl€ (sans corde) avec au moins 3
sommets. On considére I'inégalltédéfinie aveci(j) une aréte quelconque du cycle.
SoitF la face de Rg) induite par, c’est-a-dire :

F Z{XD P(G):x; = er}

elc~(i,j)
Soit
f(X)=a,+Y a.X, =0
elc
I’équation d’un hyperplan contendnt (avecay, a. [IR).
On note {-u} 'ensemble des sommets du cycle rencontrés enopaant le chemin

allant du sommet au sommet (inclus) et ne passant pas pazone grisée dans le
shéma ci-dessous).

On considere les coupes définies par les enserdbdesvants :
U=0, U={i-u}pour toutuj.

Montrer que les vecteurs caractéristiques de agsesoappartiennenta
Ecrire I'équation que vérifie chacun de ces ved@aractéristiques et en déduire qu'il
existe un réetrt.q.
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a, =0
a; =—a
a, =a [DelC-(,]j)
En déduire qué est une facette de @)

Facettes de I'hypersimplex polytope.

.....

La dimension déqx estd-1 et AffA,, ={x: D X = kf.

On noteB, , :{XD{O,].}d IR k} avec &k<d-1 entier.

1) Montrer que l'inégalité valide;=0 induit une facette d&,x pour kk<d-2.

2) Montrer que l'inégalité valide;<1 induit une facette d&y pour Zk<d-1.

3) Qu'en est-il pour l'inégalitéx;=0 lorsque %¥k=d-1 et l'inégalité x;<1 lorsque
1=k<d-1?

Xy 1-X;
4) On notep : R’ -R'la bijection affine définie parp} : |=| : |.
Xd 1_Xd
Montrer quep(Aqk) = Aga—+« - Retrouver, en utilisart, la symétrie des conditions sur les

facettes induites pag=0 etx;<1.

De facon évident8y [P et donc ConBy[IP car un polyédre est convexe. L’objectif
ici est de montrer l'inclusion inverse Ca[P et finalement CorBy=P.

PourxJ[0,1]° , on note n{) le nombre de variables fractionnairesxde’est-a-dire le
cardinal de I'ensemble#£1,...d : 0<x<1}.

Par exemplex = nx)=3.

O wk- P N

INH

Montrer par récurrence sur I'entigrque P n {xD[O,l]d ‘n(x) < p}D ConB,, avec
O<p<d. CommeP n {XD [O;L]d ‘n(x) < d} =P, on aura démontr® 00 Con\B, .

Inéqgalités d’élimination de sous-tours pour le pae des cycles hamiltoniens

On poursuit ici I'exercice intitulé “Enveloppe afé du polytope des cycles
hamiltoniens”.

On propose d’étudier I'inégalité (I) suivante:

gG(¥)= D x-(W-1)<0 ()

elE(W)
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ol W est un sous-ensemble propre des sommets,d@«W < n-1) et E{V) désigne
'ensemble des arétes dg Kayant leurs 2 extrémités dans

On note P{) le polytope défini par I'enveloppe convexe den)T(I'ensemble des
vecteurs caracteristiques de cycles hamiltoniert§dée graphe complet d’ordrg.
On rappelle que [l'enveloppe affine de nP(est décrite par I'ensemble

n
TX: fi(x)= %, -2=0 (i :1,...,n)j
E
1) On s’intéresse a la validité de l'inégalité (I).
a) Montrer que touk! appartenant a My vérifie (1). A quelle condition (I) est-elle
saturée (i.e. vérifiée avec égalité¢) par?
En déduire que (1) est valide pounp¢’est-a-dire veérifieée par tous les points de)P(
b) On appelle sous-tour, un ensemble de plusiguiescdisjoints qui passent par tous
les sommets. Remarquer que l'enveloppe affine d®& Tontient I'ensemble des
vecteurs caractéristiqgues des sous-tours e K
Montrer que pour tout vecteur caractéristique dons-tour il existe une inégalité (1)
violée par ce vecteur.
2) On va montrer que poursdW < n-3 (1) induit une facette de R
On noteF la face de ) induite par (I) c’est-a-dird- = {x: gy (X) :O} n P(n).
Soit f(x)= Zaexe +a, t.g. I'hyperplan f~}(0) contient F. En particulier on a

elE
f(x") =0 Ox" O{x:g, (x) = 0} n T(n)
Sans perte de généralité supposehs {u,v,..} (u,fixés) etW =N\W={1,2,3,.}.

{aiz =A+A,

SoientA;,A,,A; définis comme solution du systéme (inversitTa)3 =\, +A; etpour

By = Ay + A,
4<i<n A, défini par I'équation a; =A;+A; et finalement p défini par
a, =A,TA T

AN si{i,j} OE(W) n
Montrer quea; = {Ai A+ sifi, ) DE(w) o 9Ue = ~22 A —u(wl-1),

n
En déduire quef =) A f, +g, -

i=1
3) On s’intéresse ici aux cas ou le cardinal\len’est pas dans lintervalle de la
question 2.
SoitxT appartenant & Tij. Montrer que poutV = N\ W ={u v}, (1) est saturée paf
ssi x,, —1< 0 est saturée par.
Montrer que lorsqu&V est un singleton, tous les points de)T§aturent (). Peut-on
dans ce cas exprimgy, comme combinaison linéaire dés?
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Séparation des inégalités d’élimination de sousstodu polytope des cycles
hamiltoniens

On se propose ici d’étudier le probleme de sémaradies inégalités d’élimination de

sous-tours présentées dans I'exercice “Inégalitésmination de sous-tours pour le

polytope des cycles hamiltoniens”.

On rappelle que R] désigne le polytope des cycles hamiltoniens &edire

I'enveloppe convexe des vecteurs caractéristiqesscgicles hamiltoniens depK le

graphe complet d’ordne.

On rappelle que l'inégalité d’élimination de soosits s’écrit er < (IWI—l) ouWw
elJE (W)

est un sous-ensemble propre des sommets d¢1KW <n-1) et E\) désigne

'ensemble des arétes dg Kayant leurs 2 extrémités dans

On rappelle que Tlenveloppe affine de nP(est décrite par I'ensemble

| |
TXZZX” =2 i =1,...,n)j
=1
J#

1) Montrer que six appartient & l'enveloppe affine de npP(alors linégalité
d’élimination de sous-tours peut s’écrirere >2 oud(W) désigne I'ensemble des
el1d(W)
arétes de K ayant une et une seule extrémité dah(W) est ce qu’on appelle une

coupe ou un cocycle deyK

En déduire que la recherche d’une inégalité d'@éation de sous-tours violée par
revient a la recherche d’'une coupe de capaciténmim. On définira les capacités en
question.

2) On considere maintenant un pointle I'enveloppe affine de B)( dont toutes les
coordonnées sonrt0.

Montrer que si une aréteest t.q.xg>1 alors a partir de toute coupe optimale, solution
du probléme de séparation posé en 1), on peutuiatune coupe optimale ne
contenant pas.

En déduire une réduction de la taille du graphesdaquel on recherche la coupe de
capacité minimum qui n’altére en rien la recherdheégalités violées.

En utilisant ce résultat, trouver une inégalitdidiéhation de sous-tours violée dans le
cas suivant:

6

1 172 1/2 \
1

1/2 4 5 1/2

1 1/2 1/2 1
7

ou les valeurs indiquées sur les arétes correspbrdex coordonnées du poixtune
aréte absente correspondant a une valeur nulke a®ldonnée).

3) On noten’ le nombre de sommets du graphe réduit selon laadétde la question
2) (n"<n). Montrer que la recherche d’'inégalités d’élimioatde sous-tours violées
peut étre résolue pajn'(n' —1) applications d'un algorithme flot max-coupe min
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comme celui de Ford-Fulkerson. A titre d’exempleercher les coupes de capacité
minimum séparant 1 et 5 puis 1 et 4 dans le casusui
5/12

\Q N 5/6

5/12
ou les valeurs indiquées sur les arétes correspbrade coordonnées du poixtune
aréte absente correspondant a une valeur nulke cmtdonnée).
Montrer qu’en fait on peut se limiter & —1 applications de I'algorithme de flot
maximum.

Inéqgalité de couverture pour le probléme du saosaeth 0-1

Soit N un ensemble d’objets. Pouappartenant & soienta; etc; deux entiers>0
représentant respectivement le poids et la valediodjeti. Soitb un entier t.qai<b

pour touti appartenant Bl .

Le probléme posé est comment choisir des objetsale facon a maximiser la valeur
totale des objets choisis mais sans que la sommpaiés des objets choisis ne dépasse
b.

Ce probleme se modélise de la fagon suivante:

Y. &% <b (sac-a-dos)
max, G s.c.{Xi S04 6ON)

1 sil objeti est choisi

avecx = {O sinon

On note S I'ensemble des vecteurs satisfaisant les contraintes du probléme et
P=Con\S.

SoitC inclu dansN. On dit queC est une couverture iim g>b.
Si C est une couverture alors I’inégaliEiECxi <|d -1 est valide pous (et doncP)

puisqu'un vecteur t.qx =1 0OiOC n'est pas dan§& Cette inégalité est appelée

inégalité de couverture.
On dit queC est une couverture minimale@iest une couverture €{i} ne I'est pas
pour touti deC.

1) Donner la dimension de
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2) Notonsimayx I'objet de poids maximum dar@ et jmax I'Objet de poids maximum
dansN-C . Montrer que sC est une couverture minimale etGHimax+{ jmax n’'est
pas une couverture alors I'inégalité de couveriuadeit une facette de.

3) Soitx* un vecteur dg 0]'f". Montrer que la recherche d’'une inégalité de cduee
violée panc* revient a résoudre le probleme suivant:

_ . > az=zb+l
- (1-Xx )z s.c. 'EN
i Lk Sc{z {03 GON)
_{1 sii OC
aveCLz =10 sinon

4) On considere maintenant le probleme défini paalbleau suivant:

objets 1 2 3 4 5
valeurs 6 4 3 1 1
poids 3 2 2 1 1
b 6

Soit x" =(1,1%,0,0) la solution du probléme relaché dans lequel lesditions
d’intégrité sur les variables sont relachées = (J[0,]].

Chercher I'inégalité de couverture la plus violée X3, la rajouter au probleme relaché
et résoudre le nouveau probleme obtenu.
5) Sia; =g alorsC-{ima}+{jmax est toujours une couverture et on ne peut pas

appliguer le résultat de la question 2.
Proposer dans ce cas une amélioration de I'inégal@ couverture en considérant

I'ensembleC* :{j ON-C: g 23 } et donner les conditions sous lesquelles cette

nouvelle inégalité induit une facette BeVérifier que ces conditions sont plus faibles
que celles demandées a la question 2.

6) Proposer des inégalités linéaires ou affinelgles pour les points d& obtenues en
multipliant:

- linégalité (sac-a-dos) par la variabtg,

- linégalité x; <1 parl—x etl-x,.

On introduira pour cela des variablgs afin de modéliser les produitgx; et on
prendra en compte le caractére 0-1 des varialdasair quex = x2.

En considérant la projection, sur les variabteslu polyédre ainsi obtenu, proposer
alors une inégalité valide violée par le point

Un probléme de déménagement

On doit, lors d’'un déménagement, mettre des predd@ngereux dans un caisson.
Chaque produit a une valeuc; . On désire remplir le caisson de fagon a obtené
somme des valeurs des produits transportés maxitermaisson est assez grand pour
emporter tous les produits. Cependant en raisofa diangerosité des produits, des
contraintes d’exclusion mutuelles interdisent détraeertains produits ensemble. Il y a
5 produits numérotés de 1 a 5 et les relationsctlision mutuelles sont :
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produit

produit

exclusion mutuelle

oul

oui

non

oui

oui

non

non

oui

non

BIWWININNFP(FP|IFP|-

oo~ wWN

non

On peut modéliser ce probleme de déménagemene gaogramme mathématique en
variables binaires 0-1 suivant :

X X, <=1
X; +X3 =1
. X, +X <1
(Paemenagemeht maxy " 5CiX sous les contra|nte<gxl i Xs o
) s <
X3 *+X, <=1
x 0fog i=1..5

x=1 signifie : on met le produitdans le caisson
x=0 signifie : on ne met pas le produdans le caisson

On noteX I'ensemble des vecteurs 0-1 réalisables c’'esta@idinsemble des vecteurs
satisfaisant les contraintes du problemg{Bagemep: Pour des raisons de commodite,
on écrit ces vecteurs sous forme de vecteur ligne, les variables altlnti & 5 de la
gauche vers la droite=(x, x, x3 X, Xs).

) Prise en main du probleme.

1) Les vecteurs suivants sont-ils dag® A quelle contenu du caisson correspondent-
ils ?
0)

)

o

NaPNE

0
0
0
0
0

O o O o
HHOOO
o

_orEeS
Nkt

2) Dessiner le graphe des exclusions mutuellee®sdmmets sont les produits et les
arétes représentent les exclusions mutuelles.
A quel ensemble particulier de sommets correspbaduwe vecteur d€?

II) Dimension de I'enveloppe convexe des solutigFadisables.

On noteP=ConvX , I'enveloppe convexe d¢
SoitH un hyperplan d’équatioE:l“ﬁai x, =a, contenanP et doncX.
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1) A l'aide de vecteurs d& convenablement choisis, montrer que nécessairement
ag=ay=...=az=0.

2) Que peut-on en déduire concernant la dimensdh

1) Inégalité valide.

1) A l'aide du graphe des exclusions mutuelles retgaelques mots, montrer que
I'inégalité x;+x+x3<1 est valide pouX c’est-a-dire satisfaite par les vecteurs<de

2) En ajoutant 3 inégalités extraites des conesinte (Bemsnageme): €1 €N considérant
les deux membres de I'inégalité obtenue, retrolevéait que I'inégalitéx;+x+xs<1 est
valide pourX.

IV) Facette de I'enveloppe convexe des solutioatigébles.

On s'intéresse maintenant aux vecteurs<Xdgui satisfont I'inégalité;+x,+x:<1 avec
éqgalité et on définiv=Xn{x : x3+x+x3=1}. On noteF=Conw , I'enveloppe convexe de

1) Les vecteurs suivants sont-ils daf1®
(0 o oo 0
1 ooo 0
0 o011
01011

2) SoitH un hyperplan d’équatioE:l“ﬁai x, =a, contenanf et doncy.

A laide de vecteurs de¥ convenablement choisis, montrer que nécessairement
ag=ay=ap=az etay=as=0.

3) A l'aide de cette expression particuliere dguiétion de I'hyperplai, en déduire la
dimension dé- .

Projection d’un polyédre

X
Soit le polyédre d&’ défini par

Donner la projection d® sur I'espace de la variable (On utilisera le théoréme de
Farkas et les points extrémes d’un polyedre corbten@ent choisi).
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Elimination de Fourier-Motzkin
SoitP le polyedre d&R™" défini par I'ensemble des poin1>$)()DHQd+l satisfaisant :
ax+y<a 10L
b*x-y<p“ kOK
c'x<y' il

aveca, b¥, ¢ vecteurs lignes constitués deolonnesg!, B¥, y scalaires.
La projection de® surx est I'ensemble dB’ défini parP,={x : Oy tel que k,y)[P}.
1) Montrer quePy est I'ensemble dessatisfaisant :
b*x-p*<a'-a'x kOK,IOL
{ c'x<y' igl
2) Trouver la projection sut du polyedre d®” défini par :
X—y=-2
X+y<3
Xx-y<-1
y=20

lllustration du théoréme de Weyl sur le quadrio/fmpe
Soit Q, ={(x v): x O{og (t<i=n)y, =xx, (I<i<j=n). Les points de&, sont

des vecteurs de+ '/,n(n-1) coordonnées. Le nombre d’élémentdest 2.

Le quadric polytope (d'ordren) est P,=ConwQ, soit écrit sous forme extensive
0 1

P =] i [+t A, | i[:A 20 (=0..27-1) 3 A =1b.
0 1

Le but de cet exercice est de donner la descriplgd?, sous la forme d’'un polyédre en
les variables; (i=1 an), y;; (1<i<j<n) pourn=2 etn=3.

1) Casn=2. A partir d'une combinaison convexe &g, exprimerA; (i=0 a 3) en
fonction des variableg;, xo, y12. En déduire le polyédre en les variablgsx, yi2
décrivantP,.

2) Casn=3. A partir d'une combinaison convexe &g, exprimerA; (i=0 a 6) en
fonction deA; et des variableg;, X, X3, Y12, Y13, Y23. En déduire le polyedre en les
variablesh\; etxy, X2, X3, Y12, Y13, Y23 décrivantPs.

Eliminer A; par la méthode de Fourier-Motzkin (cf. exercicég@édent) et en déduire le
polyedre en les variables, X;, X3, Y12, Y13, Y23 décrivantPs.
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Polaire d'un polytope

(-2 (3 (-2) (=2) (3)
I e I e O S N R A I

T
P= Conv{po, PL P2s P, p4}.
On dit que l'inégalitéax < b est valide pouP si elle est satisfaite par tous les points de

P (ol ax = ax +apXp +agX3 +ayXs).
Si ax<b est une inégalité valide po® alors Pn {x:ax=b} est une face d@

Soit et

appelée face induite par l'inégaliéé& <b.
Une facette dé est une face dé de dimension dif-1 (c’est-a-dire contenant diPn
points deP affinement indépendants).

1) Montrer que{po, P, P2s B3 p4} est une famille de points affinement indépenddts.
déduire dinf.

2) Montrer queD, le vecteur nul, est combinaison convexe strictes{-a-dire avec des
coefficients strictement positifs) des points{qh@, P P2, B3, p4}.

En déduire que six <b est une inégalité valide poBralorsb>0 etb=0=a=0 .

3) On considere maintenant les inégalités validaesr P non identiquement nulles
(c’est-a-dire t.qb#0).

a) Montrer que de telles inégalités peuvent s’éaxr<1.

[ —2a -2a; -a3 —a <1
| Ba -2a; -a3 —a <1
Soit le polyédreQ ={a: —2a +3a% -a —-&g <1;
| —2q —2ap +4a3 -a < 1|

| 33 +3x% -a +4a <1
b) Siax <1 est une inégalité valide poBr montrer quea Q.
c¢) Réciproquement, si 1Q montrer queax <1 est une inégalité valide poBr

d) Montrer que (1 1 1 -1) est un point extrémeéXe
En déduire que I'inégalité + x, + x3— X4 <1 induit une facette de.

2
12

o)

4) On considére le polytope = u+ P (le translaté d@ paru) avecu =
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a) Montrer que P = Conv{py, L, 3, Ps. P4 } avec
(0y (5 (0oy (0 (5
_lop _loj |5 _lo| _I5]

A R R v )

0 0 0 0 5
b) Montrer que le translaté de la facettePdaduite par I'inégalitéx + X, + x3— X4 <1
est la facette dB’ induite par I'inégalitéx + x5 + X3 — x4 < 5.

Lifting et polarité

Etant donné un graphe G de n sommets, un stalifeest un ensemble de sommets de
G non reliés 2 a 2 par une aréte. L’ensemble vile@ensidéré comme un stable. On
note S(G) I'ensemble des stables de G. Soit s tgpEart a S(G) on définitie vecteur
1sile sommetis

0 sinon

On note Q(G) I'ensemble des vecteurs caractéristiqdes stables de G et P(G)
I'enveloppe convexe de Q(G). On admettra que P&B)Xe dimension pleine c’est-a-
dire n.

Une inégalité pxp est valide pour Q(G) si elle est vérifiee par teetteur x de Q(G).
Une inégalité valide pour Q(G) l'est aussi pour P@est-a-dire vérifiee par tout
vecteur x de P(G).

La face de P(G) induite par I'inégalité valide<fixest 'ensemble des vecteurs x de
P(G) qui satisfont px@-

Si P(G) est I'enveloppe convexe des vectedts xSt ,... & alors le 1-polaire de P(G)
est le polyédrel(G) défini par I‘I(G):{pDR”:pxSO <1, p)flsl,...,piksl}. On
admettra que si p* est un point extrémelt@) alors I'inégalité p*x1 induit une
facette de P(G) et réciproquement.

caractéristique de s pat; = {

Maintenant nous considérons le graphe G suivant:

N

<>,
/\

On note G-{6} le graphe induit par le retrait dursnet 6 c’est-a-dire le cycle impair
défini sur les sommets 1, 2, ..., 5. On admet ifetdarifie facilement) que l'inégalitéx
+ X2 + X3 + X4 + X5 <2 est valide pour Q(G-{6}).

1) Le coefficiento maximum t.q. I'inégalit@xg + X1 + Xo + X3 + X4 + X5 <2 soit valide
pour Q(G) est donné par,,, = 2— max X; + X, + X3+ X, +Xs.

x0Q(G)
t.g. Xg=1
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Justifier cette formule et calculepmax .

2) En admettant que l'inégalitg ¥ xo + x3 + X4 + X5 <2 induise une facette de P(G-
{6}) et en utilisant le vecteur réalisaaiax dans la question précédente, montrer que
I'inégalité amaXe + X1 + X2 + X3 + X4 + X5 <2 induit une facette de P(G).

3) Donner1(G) le 1-polaire de P(G).

4) Donner, en le justifiant bien, le point extrédel(G) qui correspond a l'inégalité
trouvée en 1.

5) Reprendre les questions 1, 2 et 4 pour le cdsndgalité x; + xo <1 qui induit une
facette de P(G-{6}).

Méthode de décomposition pour le probléme du sdleoids maximum

On considére le probléme du stable de cardinal mnaxi sur le graphe constitué d’'un
cycle impair de 7 sommets.
On formule le probléme de la facon suivante:

maxX; + X, + Y3+ Ys+...+Y;
Xy

(X, +X,<1

[ %, +y;<1

[ +y,<1

JY3+Y431
S'C'|y4+y5s1
|y5+y651
MY()"")’?S]-

X, % 0{0,8, y,,...y;20

Appliquer la méthode de décomposition a ce probléme

Méthode de génération de colonnes pour le probtimstable de poids maximum

Postulat: on considere que calculer un stable d#spoaximum dans un graphe ayant
un nombre de sommet8 peut se faire par énumération en un temps adiepta

Maintenant on considere le probleme du stable ddspmaximum sur le graph@
constitué d’un cycle impair de 5 sommets. Les sotarsent numérotés de 1 a 5 et sont
munis de poids tous égaux a 1.

Tenant compte du postulat, on décomp@sen 2 sous-graphes de 3 et 2 sommets, le
premier formé des sommets 1, 2, 3 et le secondaamets 4, 5. Cela revient a retirer
deG les arétes (1,5) et (3,4). NotaB5le graphe ainsi obtenu.

Calculer un stable de poids maximum ddBisest facile compte-tenu du postulat
puisqu’il suffit de calculer 2 stables de poids imaxm dans 2 sous-graphes dont le
nombre de sommets chacun €3t
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On noteX I'ensemble des vecteurs caractéristiques desestatdG’ et on réécrit le
probléme du stable de poids maximum darde la fagon suivante:
maxX, + X, + X3 + X, + Xg
X
[x = (Xyy X Xg Xy, X5) O X
S.C.yX +X%X <1
X tX,<1
1) Résoudre par la méthode de génération de cadamelaxation de ce probleme dans
laquellex 0 X est remplacé pax [IConuX.
2) Soitx* la solution précédente, trouver une inégalitédeapour le probleme du stable

sur G et violée parx*, lI'ajouter au probléme relaché précédent (questi) et
réappliquer la méthode de génération de colonnes.
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