MPRO - Alain Faye — 2018 Décembre

Total=12pts sur 10

Exercice 1. Décomposition de Dantzig-Wolfe (2pts)

On considere le probleme type suivant :

(P) min cx
X
Ax = a
; 1
Sous contraintes y = (xz) e x1 x x2
X

oUXicZ™i | =1,2

x"est un vecteur (colonne) de nombres entiers de m; lignes (coordonnées) et X' contient un nombre
fini n; de points, ceci pour i=1,2. La matrice A se décompose en A=(A! A%) avec un nombre de
colonnes m; + m; de sorte que Ax=Alx*+A%x%. De mé&me pour le vecteur c=(c! ¢?).

On propose 2 fagons d’écrire le probléme (P) en extension.
F1:on écrit x = Y117 Aiy; avec y; € X' x X% et 2; €{0,1}, YA =1

1=

Ceci induit le probléme (PF1) dont les variables sont les variables 4; ,i = 1, ...,nqn,

nq 11
1 Yt A K
F2:onécritx=(x):( =174

avec 1 € X1, 2 eX?et At €{0,1},Y™ At =112 €{0,1},
xZ Z:Zl/‘tlzllz> A ch Ilz i { } Zl—l i 1 { }

Z?=21 /1? =1
Ceci induit le probléme (PF2) dont les variables sont les variables A7 i = 1,...,ny et A7 i = 1, ...,n,
Ensuite on consideére les relaxations continues des 2 problémes :

(PLF1) ou chaque A; € {0,1} est relachéeen 4; = 0

(PLF2) ot chaque A} € {0,1} est relachée en A} > 0 et A7 € {0,1} est relachée en 17 > 0

1° Montrer que les valeurs des deux problemes (PLF1) et (PLF2) sont égales.

Indication: Conv(XxY)=ConvXxConvY ou Conv désigne I’enveloppe convexe c’est-a-dire 'ensemble
des combinaisons convexes de points de I'ensemble spécifié.

Exercice 2. Décomposition de Benders (5pts)

Soit le graphe suivant :
G=(V,E) avec V={1,2,3,4} et '’ensemble des arcs E={(1,2),(1,3),(2,4),(2,3),(3,2),(3,4)}.
Chaque ecE est valué par une valeur c.>0 indiquée sur le dessin ci-dessous.

A chaque e est alloué une deuxieme valeur d. >0 donnée dans le tableau suivant :



e (1,2) | (1,3) | (2,4) | (2,3) | (3,2) | (3,4)
de 1 5 5 4 3 1

de peut étre interprété comme un surco(t qui viendrait s’ajouter a la valeur ce de I’arc e. Conférer le
probléme (Pb) ci-dessous et la suite.

On note s=1 et t=4.
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On considere le probléme (Pb) suivant :
maxys — Vs
x’y

Yi— Vi< Cetdex, Ve=(i,j) €EE
Sous contraintes { Y pep Xe < 2
x. €{0,1} Ve€E, y,ERViIi€EV

Pour x fixé, on considére le sous-probleme SP(x) :
m)leJ’t —Ys

Vi—YVi<c tdex, Ve=(,j)EE
Sous contraintes
V;ERVIEV

Notons que dans ce sous-probleme les variables y n’ont pas de contrainte de signe.

1° Ecrire DSP(x) le probléme dual de SP(x). On pourra vérifier que DSP(x) est un probléme de plus
court chemin de s a t. Attention : les variables y sans signe engendrent des contraintes d’égalité dans
le dual.

On résout (Pb) par la méthode de décomposition de Benders. A une itération donnée, on a déja
généré 2 coupes de Benders et on a le probléeme maitre suivant :

maxt
x,t

t <6+ 5x13+ x34
ZeEExe <2
x. €{0,1} Ve €EE

Sous contraintes

La solution optimale est x13=x24=1 (et les autres x nuls) et t=11.



2° Résoudre DSP(x) pour la solution x optimale précédente du probleme maitre. Donner la coupe de
Benders induite que I'on doit ajouter au probléme maitre. Et donner I’'encadrement de la valeur de
(Pb).

Exercice3. Méthodes polyédriques. (5pts)

On consideére le quadric polytope QP3 défini comme I'enveloppe convexe des points 0-1 et de 6
coordonnées définis de la facon suivante :

- les 3 premieres coordonnées xi, X2, X3 prennent leurs valeurs librement dans I'ensemble {0,1}
- les 3 suivantes yi, Y13, Y23 prennent les valeurs respectivement des produits x1xz, X1Xs, X2Xs.

0 1 1
[0 (o) ()
Il'y a au total 23=8 points de ce type. Par exemple, voici quelques points : ' 8 | 8 [, | (1) |
o/ \o \o /
0 0 0
Les inégalités suivantes sont valides pour QP; :

e ;20 pourij=12,13,23
o 1-—x—x+y;20pourij=12, 13, 23 car quand xi=x;=1 alors y;>1 est bien valide et pour le
reste on a y;=>0 ou —1 ce qui est vrai aussi.

1° Montrer que 1-X1-X2-X3+Yy12+Y13+Y232>0 est une coupe de Chvatal qui se déduit a partir des 6
inégalités précédentes.

2° Montrer que cette inégalité induit une facette de QPs.



Correction

Décomposition de Dantzig-Wolfe.

Ax > a

(PLF1) est le probleme : min cx s.c. {x € Conv(X! x X?)

Ax > a

PLF2) est | leme : mi -C.
( ) est le probléme : mincx s.c {x € ConvX! x ConvX?

Dans les deux problémes x parcourt exactement les mémes points si on se référe a I'indication.
On peut par ailleurs démontrer I'indication en 2 temps de la fagon suivante :

XxYcConvXxConvY =Conv(XxY)cConvXxConvY car ConvXxConvY est un ensemble convexe et Conv
désigne le plus petit convexe contenant I'ensemble spécifié.

(ConvX)xYc Conv(XxY) et Xx(ConvY) —Conv(XxY). Donc ((ConvX)xY) U (Xx(ConvY)) =Conv(XxY). Soit
((ConvX)UX)x(YU(ConvY)) =Conv(XxY). Comme X est inclus dans ConvX et de méme pour Y, on
obtient (ConvX)x(ConvY) cConv(XxY)

Décomposition de Benders.

1° DSP(x)
On note u;20, les variables duales qui sont indexées par les arcs de G.

min Yeep Ue(Ce + deXe)

0 i #s,t

Yjer-) Wi — XjertWij =) 1 i=t

Sous contraintes -1 i=s
ul-jZO V(i,j) EE

Ou I'*(i) sont les successeurs du sommet i et I'"'(i) les prédécesseurs.

On peut voir ce probléme comme un flot de valeur 1 s’écoulant de s a t et dont il faut trouver le
chemin de colit minimum avec les arcs e munis des poids ¢, + dx,.

2° On a a résoudre un probleme de plus court chemin de s a t avec les arcs (2,4) et (1,3) munis de leur
poids ce et de leur poids additionnels de soit 2+5=7 pour 'arc (1,3) et 2+5=7 pour I'arc (2,4).

Le plus court chemin est 1-2-3-4 de valeur 10. Les variables duales correspondantes sont donc
U12=Uz3=U3s=1 (les autres sont nulles). Ce qui donne la coupe : t<10+x1,+4X23+X34 .

Donc une borne inférieure de (Pb) est 10 (valeur du sous-probleme) et une borne supérieure est 11
(valeur du probléme maitre).

Méthodes polyédrigues.

1° On additionne les 6 inégalités valides et on obtient : 3-2x1-2X2-2X3+2y12+2y13+2Y23>0



Ensuite, on divise par 2 I'inégalité obtenue et on se retrouve dans la situation ou le nombre
fractionnaire 1 + %5 dont la somme avec un nombre entier (potentiellement négatif) doit étre positive
ou nulle. On peut alors de fagon valide arrondir ce nombre fractionnaire a 1.

2° On veut montrer que F={(x,y) : 1-X1-X2-X3+Yy12+Y13+Y23=0}QP3 est une facette de QPs. Sa dimension
ne peut pas excéder 5 puisqu’elle est déja incluse dans au moins un hyperplan. On considéere pour
plus de simplicité les points 0-1 de QPs. Il y en a 8 et seul 6 sont dans F . Le vecteur 0 n’est pas dans F
ainsi que le vecteur composé que de 1 et qui est induit par x;=x,=x3=1.

La matrice constituée des 6 points restants disposés en colonne est une matrice carrée, triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale (en ordonnant convenablement les colonnes). Elle est donc
inversible. Ce qui prouve que les 6 points sont linéairement indépendants et donc affinement
indépendants. Donc dim(F)>5 et finalement dim(F)=5. Le point 0 est dans QPs et pas dans F. Donc la
dimension de QP est distincte de 5 et vaut au moins 6 ce qui est le maximum carilya 6
coordonnées. Donc dim(F)=dim(QP5)—1.



