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Chapitre 1

Décomposition de Dantzig-Wolfe

1.1 Deécomposition de Dantzig-Wolfe

On considére le programme linéaire (P) en nombres entiers ayant la structure suivante :

min ¢t z! +c2x? oo B E
sous les contraintes
Alg! + A%z .. +AKZE  >q
Blz! > pl
(P ) = B22 > b2

BEzE > pK

xk e Zmx k=1,2,..,.K

Hors-mis la premiére ligne de contraintes de second membre a, le probléme admet une struc-
ture diagonale par bloc. Si ces contraintes, dites couplantes, étaient absentes le probléme se
décomposerait en K sous-problémes indépendants.

On note X* = {l‘k € ZMmk : BFgk > bk} pour k =1,..., K ol my est le nombre de lignes du
vecteur colonne 2* (le nombre de colonnes de la matrice B) et Z désigne les entiers relatifs .

On considére le produit cartésien X = X' x X2 x ... x XX, On note ¢ = (cl .. cK)
et A= (Al A2 AK).

Dans le probléme initial, on minimise sur € X soumis aux contraintes couplantes. La
décomposition de Dantzig-Wolfe est la relaxation qui consiste & minimiser sur z € Conv(X) et
toujours soumis aux contraintes couplantes c’est-a-dire :

min cx
sous les contraintes
Ax > a
z € Conv(X)

Dans cette relaxation, les variables sont les coefficients de la combinaison convexe de z et
les paramétres sont obtenus via les éléments de X. On fait donc le changement de variables
z = > Nxi ou p désigne le nombre de points de X avec \; > 0 pour tout i = 1,..,p,
Zle Ai =1et x; € X pour tout ¢ = 1, .., p. Notons que ’on peut toujours exprimer x avec un
nombre fini de points affinement indépendants de X (théoréme de Carathéodory). Le probléme
devient le probléme (Ppy) ci-dessous :



miny Zle Ai(exi)
sous les contraintes

(Pow) = i Ai(Axa) > a (©)
P =1 (convexiteé)
Ai >0 t=1,..,p

Remarque

Notons que I’on peut aussi bien considérer la relaxation du probléme initial ot z* € Conv(X k)
pour tout k =1, ..., K. Cette approche fournit le méme minorant de la valeur du probléme initial
puisque Conv(X! x X2 x ... x X¥) = Conv(X?!) x Conv(X?) x ... x Conv(X ).

Nous avons donc un programme linéaire avec potentiellement un grand nombre de variables.
Il est hors de question de mettre toutes les variables en méme temps. D’ailleurs toute solution
optimale aura un nombre de variables non nulles au plus égal au nombre de ligne de A plus 1
pour la conrainte de convexité (cf. ’algorithme du simplexe). D’ot1 'idée de résoudre le probléme
avec un algorithme dit de génération de colonnes dans lequel les colonnes intéressantes sont
introduites au fur et & mesure.

1.2 Algorithme de générations de colonnes

Les colonnes intéressantes étant celles de colt réduit négatif, & chaque itération on introduit
une ou plusieurs variables de cotlit réduits négatifs et s’il n’y a pas de variables de coiit réduit
négatif (Ppy) est résolu. Le probléme qui se pose maintenant est comment trouver la variable
de colit réduit minimum.

1.2.1 Recherche de la variable de coiit réduit minimum

On est & une itération quelconque de l'algorithme de génération de colonne. On vient de
résoudre le probléme dit maitre avec un nombre de variables restreint. On note alors pu le vecteur
ligne (avec autant de colonnes que de lignes dans A) des variables duales (positives ou nulles)
associées a la contrainte (C) et n la variable duale associée a la contrainte de convexité. Le
colit réduit d’une variable )\; s’obtient en retranchant au coiit de la variable )\; la combinaison
linéaire des coefficients des lignes de la colonne (des contraintes) associée a \;, les coefficients de
la combinaison linéaire étant les variables duales soit cx; — pAx; — 1.

Chercher une variable de cofit réduit minimum revient donc & résoudre le probléme en va-
riables entiéres suivant :

mincy — uAx —n
x€X

Ce probléme est appelé sous-probléme. La résolution de ce sous-probléme va fournir au pro-
bléme maitre une nouvelle colonne celle engendrée par la solution trouvée y. Ce probléme est
un probléme en nombres entiers donc potentiellement difficile. Cependant, il se décompose en K
sous-problémes indépendants puisque les contraintes couplantes n’apparaisent pas ici.

K

minecy — pAx —n = min ®y — pAFy —
mip ex — pAX — 7 ;Xexk X — pAfx =1

On peut noter aussi que dans le sous-probléme la variable duale 1 est une constante et donc
n’intervient pas dans la résolution.



1.2.2 Encadrement de la valeur optimale

A chaque intération de algorithme de génération de colonnes, il est possible d’obtenir faci-
lement un encadrement de la valeur optimale du probléme relaché. A savoir, si on note v(Ppyy)
cette valeur et ¢ eq le colit réduit minimum (obtenu par la résolution du sous-probléme) :

Cred + pa+n < v(Ppw) < pa+n

La borne supérieure (& droite) est la valeur courante du probléme maitre que l'on a calculée en
utilisant ’objectif du dual du probléme maitre. La borne inférieure (& gauche) est donc la valeur
courante du probléme maitre plus le cotlit réduit minimum calculé par le sous-probléme. On voit
ainsi que si ¢eq = 0 alors v(Ppyw ) = pa + n la valeur courante du programme maitre et on peut
stopper 'algorithme de génération de colonnes.

Proposition 1.1 A une itération quelconque de 'algorithme de génération de colonnes, soient
et n les variables duales optimales associées respectivement aux contraintes couplantes (C)
et a la contrainte de convexité. La valeur du probleme relaché Ppy est supérieure ou égale a
cred + pa + 1.

Proof Soit A\* la solution optimale de Ppyy .

v(Ppw) = 3201 A (exa)
>3 N (exa) + pla— Y8 Af(Ax;)) car A* vérifie les contraintes couplantes (C) et u > 0
= > i1 Af(exi — pAxi) + pa
>3 Ni(ered +n) + pa par définition du cotlit réduit minimum cred
=cred+n+ pa car A* vérifie la contrainte de convexité

1.3 Comparaison avec d’autres relaxations

1.3.1 Lien avec la relaxation lagrangienne

La valeur de (Ppw ) coincide avec la valeur du probléme dual lagrangien du probléme initial
(P) obtenue en "relachant" les contraintes couplantes. Donc 'algorithme de génération de co-
lonnes peut étre vu comme un algorithme pour résoudre le dual lagrangien. L’autre intérét de
cet algorithme est que le dernier probléme maitre résolu en variables A entiéres, donc 0-1, fournit
une solution approchée du probléme initial (P). Il peut arriver cependant que ce probléme maitre
en variables 0-1 n’admette pas de solution.

1.3.2 Lien avec la relaxation continue

Etant donné que, pour tout k = 1,..., K, Conv(X*) C {azk € R™ : BFgk > bk}, la valeur
de (Ppw) est supérieure ou égale a la valeur de la relaxation continue de (P) ou la condition
xF € Z™ est remplacée par z¥ € R™* pour tout k= 1,..., K.

1.4 Méthodes de stabilisation



Chapitre 2

Décomposition de Benders

2.1 Introduction
On considére le probléme linéaire (P) en variables mixtes suivant :

max cx + hy
sous les contraintes
Az + Gy <b
re X CR"? y>0eR™

La partie X peut étre strictement incluse dans R™. Par exemple, il peut y avoir des conditions
d’intégrité sur le vecteur x. Par contre, le vecteur y a ses coordonnées positives ou nulles mais
sans conditions d’intégrité. Pour x fixé, on a donc un probléme linéaire en la variable y.

L’idée de base de la décomposition de Benders est, pour z fixé, de résoudre le sous-probléme
en y défini par SP(z) :

(P) =

max hy
sous les contraintes
Gy <b— Ax
y>0eR™

Finalement, si on note v(SP(z)) la valeur du sous-probléme , on peut écrire (P) sous la forme

SP(zx) =

suivante :

max cx + v(SP(x))
sous les contraintes
re X CR"

Il peut arriver que des z € X produisent des sous-problémes SP(zx) sans solution. Dans ce
cas, v(SP(x)) = —oo, ce qui écarte finalement ce type de .

Dans certains cas, pour z fixé, le probléme en y peut étre partionné en K sous-problémes
indépendants. Ceci se produit avec le probléme (Pg) de structure suivante :

max cr +hly! +h%y? .. +hEyK
sous les contraintes
Alg +Gy! < b
(Pg) = A’y +G?y? <b?
AKXy +GEyE <K
reX CR” yv>0eR™ k=1,..K




Exemple : optimisation stochastique a deux étapes.

Supposons que les paramétres h, A, G, et b dans (P) soient soumis a des aléas et dépendent de
K scenarios. k =1, ..., K sont les numéros des différents scenarios qui peuvent se produire. Dans
le scenario k, les paramétres sont donnés par h*, A¥ G* et b*. Le scenario k apparait avec une
probabilité py.

Les décisions de premiére étape (& prendre ici et maintenant) sont représentées par z. Si le
scenario k se produit, la décision optimale & prendre sera donnée par y* la variable de deuxiéme
étape relative au scenario k. La variable y* optimise la fonction de deuxiéme étape Q(z, k) définie
par :

Q(z, k) = max, hFq

sous les contraintes
GFyF <vF — Az
Yk >0eR™

dont la valeur dépend de x et du scenario k. Le probléme étant aléatoire, on minimise, sur
x, lobjectif qui prend en compte I'espérance, sur les scenarios, de la valeur de la fonction de
deuxiéme étape, soit :

max cx + Ei(Q(x, k))

re X CR"?

L’espérance est calculée par la somme pondérée Z§=1 prQ(z, k). Et finalement, on obtient
un probléme de structure identique a (Pg).

2.2 Principe de la décomposition de Benders
On peut écrire (P) sous la forme :

maxcr +t
sous les contraintes
t <v(SP(x))
re X CR"” teR

Ecrit sous cette forme le probléme reste compliqué en raison de la contrainte ¢t < v(SP(z)) qui
oblige a résoudre le sous-probléme. L’idée est de la remplacer par une voire plusieurs inégalités
valides. Une idée simple pour avoir des inégalités valides est de recourir au dual de SP(z) :

minu(b — Az)
sous les contraintes
uG > h
u>0¢eRP

DSP(x) =

ou u > 0 est le vecteur ligne des variables duales et ol p désigne le nombre de lignes de G et
donc le nombre de colonnes de u.

En effet, pour tout u satisfaisant les contraintes du dual on a v(SP(z)) < u(b— Az) et on aura
méme égalité si u est solution optimale du dual. D’ou la validité de 'inégalité ¢ < u(b — Ax). 1l
reste tout de méme un probléme lorsque z induit un sous-probléme sans solution. Alors son dual
admet un optimum non borné (i.e —00), ce qui ne sera pas rendu par les inégalités précédentes.
Pour éviter cela, il suffit d’utiliser les contraintes de la forme v(b — Az) > 0 pour tout v €
{v>0:vG > 0}. En effet, si = satisfait cette contrainte on ne touvera pas de direction v dans
laquelle l'objectif (u 4+ av)(b — Ax) décroit indéfiniment quand « tend vers +oo.

Il y a potentiellement beaucoup d’inégalités valides méme si 1’'on se resteint aux points ex-
trémes et rayons extrémes du polyédre défini par les contraintes de DSP(z). De plus toutes ne
seront pas forcément utiles, d’ou I'idée d’un algorithme de génération de contraintes.



2.3 Algorithme de génération de coupes de Benders

Comme on l'a vu précédemment, il y a deux types d’inégalités valides celles induites par
les points u et celles induites par les directions v du polyédre des contraintes de DSP(z). On
appelle ces inégalités valides coupes de Benders. On introduit ces coupes au fur et & mesure, selon
le processus itératif suivant. A une itération donnée, on résout le probléme maitre soumis aux
coupes de Benders que 'on a ajoutées jusque la. Une fois le probléme maitre résolu, on cherche
une coupe de Benders violée par la solution courante du probléme maitre. S’il en existe une on
la rajoute au probléme maitre sinon le probléme (P) est résolu.

Algorithme de génération de coupes de Benders
Initialisation
U'=0,V0=0,i=0
Itérations :
résoudre le probléme maitre : max, ; cx + t sous les contraintes {i(% Q—L(Z ;) éx()) :/z : ‘[i .
Soit *,t la solution du probléme maitre
résoudre le sous-probléme DSP(x*)
si DSP(x*) admet une valeur finie
soit v(DSP(z*)) la valeur du sous-probléme et u* la solution
sit>v(DSP(z*))
Ui+1 — U7, U {u*}
sinon STOP (P) est résolu
sinon
soit une direction v* du polyédre des contraintes de DSP(x*) telle que v*(b — Az*) < 0
Vitl = iy {U*}
t =1+ 1 et réitérer

A chaque itération de I'algorithme la valeur du probléme (P) est encadrée par :

cx* +v(SP(z")) <wv(P) <cz* +t

Le majorant (& droite) n’est autre que la valeur du probléme maitre courant. Le minorant (&
gauche) est la valeur donnée par la solution réalisable de (P) induite par z*. Le majorant ne
peut pas augmenter d’une itération & 'autre puiqu’on rajoute une containte dans le probléme
maitre. A contrario, le minorant peut baisser d’une itération a 'autre. C’est pourquoi il peut
étre intéressant de garder le meilleur minorant (le plus grand) obtenu au cours des itérations .
Si on estime que la distance entre le meilleur minorant et le majorant est assez faible, on peut
arréter l'algorithme avant terme.

2.4 Adaptation au probléme K-décomposable (Pg)

Il est naturel d’écrire (P ) sous la forme :

max ez + Y r; t
sous les contraintes
tr < v(SPg(x)) k=1,..,
re X CR"? treR k=1,..

= >



avec le k®™M¢ sous-probléme SPy(x) naturellement donné par :

max h¥y
sous les contraintes
Ghyk < VP — APx
y* >0ec R™

SP(x) =

Dans l'algorithme de génération de coupes de Benders, & chaque itération, on rajoute les
coupes de Benders données par les problémes duaux des SPy(z) k = 1,..., K. On s’arréte dés
qu’il n’y a pas de contraintes violées par la solution z*,t1,...,tx du probléme maitre. L’intérét
de décomposer le probléme est que I'on génére des inégalités avec moins de variables.

2.5 Coupes de Benders pareto-optimales

Il arrive que le sous-probléme et plus précisément son dual ait, pour un x donné, de multiples
solutions optimales. L’objectif de cette section est de sélectionner parmi ces mutiples solutions
celles qui sont les meilleures pour le probléme maitre c’est-a-dire celles qui générent de meilleures
coupes de Benders.

Pour la suite et par souci d’abbréviation, on notera g(x) = b — Az. La fonction objectif du
sous-probléme dual s’écrit donc ug(z). On rappelle que les coupes de Benders sont de la forme
t <ug(z) et que dans le probléme maitre x € X. On note U 'ensemble des solutions réalisables
du sous-probléme dual : U = {u € R : uG > h,u > 0}.

2.5.1 Coupes dominées

Définition 2.1 u € U est dominée s’il existe v’ € U tel que u'g(x) < ug(x) pour tout x € X et
avec une inégalité stricte pour au moins un x de X.

Ainsi si u € U est dominée, il existe un v’ € U qui donne une meilleure coupe de Benders puisque
t <u'g(z) < wug(x) pour tout x € X. Donc autant éviter ce genre de u.

Exemple 2.1 On considére X = {(D , (_11)} et b= (8) et A= (_01 _01> Alors g(z) =

S Soient les 3 vecteurs u suivants : u' = (2 1), u? = (1 2), ud = (1 3).
{5

1 1
uy nest pas dominé par uz car u'g <1> =3 <u’g <1> = 4. Par contre, u' est dominé par

1 1 1 1
2 1 2 1 2 _
U carug<1>—ug<1>—3,etug<_1>—1>ug<_1>— 1.

Définition 2.2 u € U est pareto-optimale si elle n’est pas dominée.

Et par suite on préférera les u pareto-optimaux.

2.5.2 Comment trouver les coupes pareto-optimales ?

On note ConvX l'enveloppe convexe de X et ri(ConvX) I'intérieur relatif de ConvX. Soit
x* € X, on note U(x*) "'ensemble des solutions optimales de DSP(z*) le sous-probléme dual en
x* c’est-a-dire I’ensemble des u € U qui minimisent ug(z*).

Théoréme 2.1 Soit 1° € ri(ConvX). u® solution optimale de min {ug(z®):u e U(z*)} est
pareto-optimale.



On note immédiatement que si U(z*) est réduit & un seul élément u* alors cet élémént u* est
pareto-optimal puisque la solution de min {ug(zo) uelU (;17*)} ne peut étre que cet unique élé-
ment u*. Lorsque U (z*) contient plusieurs éléments, il se pose la question de comment les parcou-

rir. La réponse est simple : il suffira de résoudre le probléme min {ug(z?) : u € U et ug(z*) = u*g(z*)}
ot u* est un élément quelconque de U(x™).

Exemple 2.2 Reprenons [’exemple précédent.
Supposons maintenant que U = {u € ]R?F cuy > Lug +ug > 3,ue < 3}. Le sous-probléeme
dual est min {ug(x) : u € U}. Examinons les différents cas :

1. x = <i> Le sous-probléme dual est min{u; +wug : w € U}. Sa valeur est 3 et il y a plu-

sieurs solutions, par exemple u' = (2 1). Cherchons une solution pareto-optimale. Le
point suivant est dans Uintérieur relatif de ConvX : 20 = % <1> + % <_11> = ((1)> Reé-

solvons min {ug(z°) : u € U(z*)} ¢’est-a-dire min {uy : u € U et uy 4 up = 3}. La solution
optimale est u® = (1 2).

2. x = (_11> Le sous-probléeme dual est min{u; —ug : w € U}. Sa valeur est —2 et il y a

une unique solution u® = (1 3). Elle est donc pareto-optimale.

Il reste a trouver un z° € ri(ConvX). Si X est un polyédre, il suffit de prendre un point
satisfaisant strictement toutes les inégalités définissant le polyédre. Si X = {xl, ...,x”} est un
ensemble fini de points, il suffit de prendre une combinaison convexe de ces points sans coefficient
nul comme par exemple % iy x'. Par contre, X peut contenir un nombre r de points trés grand
voire infini et on ne peut pas énumeérer tous ces points. Dans ce cas, on peut toujours prendre un
sous-ensemble de X comme cela on obtiendra la pareto-optimalité de u® au moins sur ce sous-
ensemble. Par exemple, on peut prendre en compte les points x solutions optimales du probléme

maitre générés au fur et & mesure des itérations de ’algorithme des coupes de Benders.



Chapitre 3

Inégalité valide, facette

3.1 Motivation

On considére le probléme linéaire en nombres entiers suivant :

min cx
sous les contraintes

(Pint) = Az < b
r € N?

On note X l'ensemble des solutions réalisables de (Pj,) :

X:{xGN":Aang}.

L’objectif est de décrire ConvX, 'enveloppe de X, par un ensemble d’inégalités (linéaires)
ou tout au moins d’en obtenir une bonne approximation.

Dans une premiére partie, on verra comment obtenir des inégalités valides c’est-a-dire vérifiées
par les points de X et donc de ConvX. Dans un deuxiéme temps, on verra comment distinguer
dans toutes ces inégalités valides les plus importantes pour la description de ConvX.

3.2 Inégalité valide

3.2.1 Définition

L’inégalité mx < my est valide pour X si et seulement si elle est vérifiée par tous les points
de X. Par exemple, pour X = {:U € {0,1}° : 3wy — 4w + 2w3 — 34 + x5 < —2}, les inégalités
To + x4 > 1 et 1 < x9 sont valides.

3.2.2 Coupes de Chvatal

On note |a| le plus grand entier (relatif) inférieur ou égal & a. Par exemple : |5,4] = 5 |
L_574J = —6, £5J =9, L_SJ = —9.
Soit ax < b une inégalité vérifiée par un vecteur x d’entiers positifs ou nuls de X. A partir de

cette inégalité, on peut en déduire une autre valide pour X, en 2 étapes, de la fagon suivante :
1. relaxation : > | |a;]@; < b est valide car z > 0
2. troncature : > " |a;|x; < |b] est valide car x est entier

Exemple. On peut retrouver les 2 précédentes inégalités valides de X & partir des inégalités
valides triviales suivantes 0 < z; < 1,7 =1,...,5 et la contrainte définissant X soit 3x1 — 4xs +
203 —3xy + 15 < —2 .
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— partons de l'inégalité valide : (3z1 — 4wg 4+ 223 — 3x4 + 25 < —2) X i

— relaxation : 0x1 — 29 + 0x3 — x4 + Oxs < —%

— troncature : Ox1 — 22 + 0x3 — 4 + Ox5 < —1
Ce qui donne l'inégalité xo + x4 > 1 .

— partons de I'inégalité valide : (3z1 —4wo+22x3—3z4+25 < —2)X 3+ (22 < 1) x 2+ (24 < 1)

— relaxation : x1 — x9 + 0x3 — Oz4 + Oxs < %

— troncature : 1 — x2 + Oxz — 0z4 + 0x5 <0
Ce qui donne x1 < xo.

Il est naturel de faire un processus itératif qui & chaque itération enrichit I’ensemble d’inéga-
lités valides par celles trouvées précédemment. C’est la procédure de Chvatal. Cette procédure
permet-elle de trouver toutes les inégalités valides ?

Théoréme 3.1 Soit X = P N {0,1}" avec P un polyedre borné et contenu dans [0,1]". Si
mx < my est une inégalité valide pour X avec m; pourt = 1,...n, my entiers alors elle s’obtient en
un nombre fini d’itérations de la procédure de Chvatal .

Ce résultat est soumis au bon choix de 'inégalité valide a chaque itération de la procédure de
Chvatal. La démonstration du théoréme est constructive et elle donne I'inégalité valide a tronquer.
Le résultat s’étend a des ensembles X plus généraux soumis & des contraintes d’intégrité sur les
variables mais pas seulement des conditions binaires 0-1.

3.2.3 Coupes de Gomory fractionnaires

Les coupes de Gomory fractionnaires interviennent dans la résolution de (Pj,:). On résout
la relaxation continue et on élimine les solutions fractionnaires. Ainsi, soit une ligne du tableau
simplexe associée & une variable de base x; fractionnaire.

Ti+ 3 jen @) = bi

ol N est ’ensemble des Vgriables hors-base. On écrit b; = Ll_)lj + fi sachant que f; > 0 désigne
la partie fractionnaire de b;. Les variables étant positives ou nulles et de plus entiéres, on peut
faire une coupe de Chvatal & partir de cette contrainte d’ égalité :

zi+ Y jenlajle; < b
En reportant x; par son expression, on obtient :
- (ZjeN ajxj) +bi + > jenlajle; < b
Ce qui donne aprés regroupement des termes :

>jen fitj = fi

ou fj =a; — |a;| est partie fractionnaire de a; pour j € N. C’est la coupe de Gomory fraction-
naire. Elle élimine la solution de base courante ot x; = 0 Vj € V.
Exemple. Soit le programme en variables entiéres positives ou nulles :

min —x, — 229
sous les contraintes
(Pexl) = T1+x2 + 23 =2
—4x1 +2x9+ x4 =1
r1,x2,23,x4 €N
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On résout la relaxation continue. x1,xo sont en base et x3, x4 hors-base. La solution optimale
est x1 = %, Ty = %, x3 = x4 = 0. Les lignes du tableau simplexe relatives aux contraintes sont :
xr1 + 1.733 — l374 =
T2+ 33+ g4 =

[SIU NI

La coupe de Gomory fractionnaire générée par la ligne relative a x1 est :
1 5 1
373+ 54 = 3

La coupe de Gomory fractionnaire générée par la ligne relative & xo est :
2 1 1
303+ T4 2 3

Ces inégalités sont violées par la solution courante.

3.3 Inégalité valide en variables mixtes

Dans la section précédente on considérait des inégalités avec des variables entiéres mais
qu’arrive t-il lorsque les inégalités contiennent & la fois des variables entiéres et des variables
fractionnaires 7 Nous allons voir comment faire face a de telles situations en présentant 'inégalité
dite de base.

3.3.1 Inégalité de base

On définit f la partie fractionnaire d’'un nombre a par f = a— |a| o |a] le plus grand entier
(relatif) inférieur ou égal & a. Par exemple : la partie fractionnaire de 5,4 est f =5,4—5=0,4,
la partie fractionnaire de -54 est f = —5,4 — (—6) =0, 6.

Proposition 3.1 Soit X = {(z,y) € RT x Z:y < b+ x} ot b est un scalaire (nombre réel quel-
X
1—

conque) et soit f la partie fractionnaire de b. L’inégalité y < |b] + 7 est valide pour X.

Proof
1. cas y < [b]. Comme 5 > 0, la valididité de I'inégalité est démontrée.
2. casy > |b] +1 . Alors [b] +1 < b+ x ce qui entraine 1 — f < x soit encore 1 < 1%5.
Maintenant y <b+a = [b] + f+x = [b] + f(1+ %) < |[b] + f(:55 + F) = [b] + %5

|
Pour les cas ou la variable entiére y est a droite du signe inférieur ou égal, on appliquera la
proposition suivante. On note [b] le plus petit entier supérieur ou égal a b.

Proposition 3.2 Soit X = {(z,y) € RT x Z :b < y+ x} ot b est un scalaire (nombre réel quel-
conque) et soit f la partie fractionnaire de b. L’inégalité [b] <y + % est valide pour X.

Proof On écrit —y < —b+ z et on utilise la proposition précédente en remarquant que |—b| =
—[b] et que la partie fractionnaire de —b est égale a 1 moins la partie fractionnaire de b.

|
Cette inégalité de base peut sembler d’un intérét limité car ne comportant que 2 variables. Mais
on peut l'utiliser dans le cas de contrainte avec plus de 2 variables en aggrégeant (additionnant)
les variables entiéres d’une part et les variables fractionnaires d’autre part. C’est ce que 'on fait
pour construire 'inégalité Mixed Integer Rounding.
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3.3.2 Inégalité Mixed Integer Rounding
On note a® = max {0,a}. Par exemple, (—5)T =0et 5+ =5.

Proposition 3.3 Soit X = {(z,y) e R" X Z" : 3" ; a; yi < b+ x} oub est un scalaire (nombre
réel quelconque) et soient f la partie fractionnaire de b et f; la partie fractionnaire de a;. L’in-

égalité 1", (Laij + (](cil__]});) yi < |b] + %5 est valide pour X.

Proof Pour les i tels que f; < f, on écrit |a;] < a;. Pour les i tels que f; > f, on écrit

a; = la;| + 1 — 1+ f;. Ensuite, on met a gauche Zz’:fpf(fi — 1)y; < 0 et on regroupe = +

>ip>p(L = fi)yi = 0. On applique alors l'inégalité de base. Ce qui donne -, » _¢lai|y; +
iof.> (1= 1i)yi . . N

sy (lai] + 1)y < [b] + x+zz'f’1>_ff( foy . Maintenant, il ne reste plus qu’a réarranger les

termes. On fait passer a gauche le terme . fi>f %yz Pour chaque i t.q. f; > f le coefficient

de y; devient |a;| + 1+ % = |a;| + J;ff . On retrouve bien 'inégalité proposée.
|

3.3.3 Coupes de Gomory mixed integer

Les coupes de Gomory mixed integer interviennent dans la résolution de probléme en variables
mixtes y entiéres positives ou nulles et x continues et positives ou nulles. On considére une ligne
du tableau simplexe associée a une variable de base y; fractionnaire. On note N7 les indices des
variables y hors-base et N¢ les indices des variables x hors-base.

Yi + 2 jen; GY5 T 2 jene i = bi

Pour les variables continues, on distingue celles affectées d’un coefficient positif a; > 0 et celles
affectées d’un coefficient négatif a; < 0. L’équation précédente s’écrit alors :

Yi + 2 jen; Y5 + 2 jeNcia >0 4T = bi — X jeNgia; <0 GT;
J J

A droite du signe égal, les variables x sont affectées de coefficients positifs ou nuls. A gauche
du signe égal, les variables x sont affectées, elles aussi, de coefficients positifs ou nuls. On retire
cette masse a gauche positive ou nulle, et 'on se retrouve face a une inégalité sur laquelle on
peut maintenant appliquer 'inégalité MIR (Proposition 3.3) :

X . Qs
Z]eNc.aJ<0 J%j

_ N .
Yi + ZjEN]:ijfi \.a]Jy] + ZjEN]:fj>fi (LaJJ + f,fl ) y.] S I-bZJ - 1—f;

ol fj = a;—|a;] est partie fractionnaire de a; pour j € Ny et f; = b;— | b; ] est partie fractionnaire
de bZ
En reportant ’expression de y; découlant de I'égalité précédente, on obtient :

Fi(1=f;) = = _fi
S ienesty<t Tt jenpts g TR Y T D jeNeia,20 5% — Ljencia, <0 GTLR T 2 fi

C’est la coupe de Gomory mixed integer.
Exemple. On considére le programme en variables mixtes suivant :

min —y; — 2y

sous les contraintes

(Pe:p2): Y1 +y2 +ysz =2
—2y1+yp+Ta=3

Y1, 2, Y3 € N,y € RT
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La relaxation continue donne comme solution optimale y; = %,yz = %,yg = x4 = 0 avec
Y1, Y2 en base et y3, x4 hors-base. Les lignes du tableau simplexe relatives aux contraintes sont :

Y1+ 3y3 — %M =
Y2+ 3Y3 + 374 =

La coupe de Gomory mixed integer générée par la ligne y; est :

DO QN[ =

1 1 1
3Ys + 3042 3

La coupe de Gomory mixed integer générée par la ligne y» donne la méme inégalité.

3.4 Polyédres et facettes

On se situe dans cette section dans le cadre des polyédres. Nous allons nous intéresser a la
dimension et aux faces d’un polyédre et plus particuliérement aux facettes. Les résultats obtenus
seront applicables au cas d’ensembles définis comme enveloppe convexe de points car lorsque les
points considérés sont en nombre fini leur enveloppe convexe est un polyédre.

3.4.1 Polyeédre
Un polyédre est ’ensemble de solutions d’un ensemble fini d’inégalités linéaires.
P:{x: alx < b; ie[}

Exemple d’un polyédre de R? défini par 4 inégalités.

1+ 10 <2 (1)
p_ 21 + 29 <3 (2)
xQZO (4)
Icion a :
al=(11) b=
a?=(21) by=
35=(-10) b3=0

3.4.2 Dimension d’un polyédre

Pour déterminer la dimension d’un polyédre P, on peut chercher le nombre maximum p de
points affinement indépendants de P. La dimension de P est alors p—1. On peut aussi déterminer
cette dimension, en cherchant I’ensemble des hyperplans contenant P.

Dans I on distingue les inégalités qui sont en fait vérifiées avec égalité par tous les points de
P. Soit I= = {z el:dxz=0bVxe P}. On définit ensuite I< = I'\I=. On note que I~ peut étre
éventuellement vide. Finalement P peut étre décrit de la fagon suivante :

P:{x: adx=0b ie€lI=, az<b; iEIS}
Exemple. Soit le polyédre de R? défini par :

r1+x2+23<1 (1)

—2x)] — 2x9 — 223 < =2 (2)

P = T, + x9 + 223 < 2 (3)
T+ x9 — 203 < —2 (4)

2r1 + 20 + 123 < 2 (5)
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Ici, bien que ce ne soit pas trés apparent on a : = = {(1), (2), (3), (4)}. Pour le voir, on remarque
que (1) étant I'opposée de (2), (1) et (2) sont bien satisfaites avec égalité. Pour (3) et (4) cela
est moins évident. Mais tenant compte de 1'égalité induite par (1) et (2), on peut vérifier que (3)
est l'opposé de (4) et les 2 inégalités sont donc satisfaites avec égalité.

Soit {ail, . aik} un sous-ensemble des vecteurs (rangées) des membres gauches des contraintes
de P. On note rang {ail, ., at }, la dimension de ’espace engendré par ces vecteurs. La dimen-
sion de P est égale & n — rang {ai 11 € I:}.

Notons que si I~ = () alors P est de dimension pleine c’est-a-dire n.

Dans la pratique, on est souvent obligé de combiner les 2 méthodes pour calculer la dimension
car quand on cherche p le nombre maximum de points affinement indépendants dans le polyédre
P on n’est pas str de 'avoir trouvé et de méme lorsque que ’on cherche I=. Par contre si on a
trouvé un p et un I~ tels que p—1 = n—rang {ai S I:}, on est certain d’avoir bien déterminé
la dimension du polyédre.

Dans ’exemple précédent, on a trouvé I—, mais est-on stir de n’avoir pas oublié une égalité ?
Le rang des 4 vecteurs de 1~

at= (1 1 1)
a?= (-2 -2 -2)
ad= 1 1 2
at= (1 1 -2

est 2. Le nombre de variables étant n = 3, la dimension de P est au plus 3 — 2. Maintenant P

1 0
contient par exemble les p = 2 points affinement indépendants: | —1 |, [ O |. Donc la dimension
1 1

de P est au moins 1. Et finalement, la dimension est bien 1 puisqu’elle ne peut pas excéder 1.

3.4.3 Faces, facettes

Pour décrire les faces d’'un polyédre P il suffit de considérer les inégalités définissant le
polyédre et d’en serrer (transformer en égalité) quelques-unes. Plus précisément, F' est une face
de P siet seulement si3J C I t.q. F = PnN {.CE cdlzr =bji € J}. Les facettes de P sont les faces
de dimension égale & la dimension de P moins 1.

Dans I'ensemble IS des vraies inégalités c’est-a-dire des inégalités qui ne sont pas en fait des
égalités, certaines peuvent étre inutiles a la description de P. Une inégalité est dite redondante
lorsque son retrait de la description de P ne change pas P. Au contraire le retrait d’une inégalité
non redondante modifie le polyédre : j € IS et

P#{z: dow=0b icl=, dw<b icl=\{j}}

On montre que de telles inégalités induisent des facettes de P c’est-a-dire F' = PN {x calx = bj}
est une facette de P. Les inégalités qui n’induisent pas des facettes sont donc redondantes et
peuvent étre éliminées de la description de P.

Pour déterminer les facettes, on pourrait donc retirer une a4 une les inégalités et voir si le
polyédre s’agrandit ou pas. Le probléme se pose différemment lorsque le polyédre est défini
comme enveloppe convexe de points. Dans ce cas, le polyédre est defini de facon implicite et on
ne dispose pas généralement de sa description compléte par un ensemble d’inégalités. On dispose
seulement d’un ensemble partiel d’inégalités valides parmi lesquelles on voudrait savoir celles qui
induisent ou pas des facettes.

Pour déterminer si une inégalité j € IS induit une face F = PN {x calr = bj} de P qui est
une facette, on peut revenir & la définition de la dimension d’un convexe et chercher le nombre

15



maximum p de points affinement indépendants de F. p — 1 est la dimension de F et si p — 1 est
égal & la dimension de P moins 1, F' est une facette.

Le théoréme suivant propose une alternative. L’idée est de chercher les équations de tous
les hyperplans qui contiennent F' et voir si elles s’obtiennent comme combinaison linéaire des
équations des hyperplans contenant P et de I’équation {aj T = b]-} servant a définir F'.

Théoréme 3.2 Soit F' une face de P définie par F = PN {x calr = bj} (j € IS) et soit un
hyperplan H = {x : gr = B} contenant F. F est une facette de P si et seulement si il exite des
scalaires \; i € I= et pu tels que (g, B) = p(a?,bj) + > = Nila’, by).

Dans cette approche (g, §) sont les inconnues du systéme gx =  ou x parcourt les points de F

qui sont les paramétres (les données) du systéme. F' est une facette si et seulement si les solutions

de ce systéme sont de la forme (g, 8) = p(a?,bj) + > ,c/= Ni(a’, by).

Exemple : le Quadric Polytope QP,. On considére, dans R?, I'enveloppe convexe P des 4

0 1 0 1

points suivants : [0 ], [0, | 1], [ 1]. L'inégalité 1 + xo — z3 < 1 est valide pour ces 4
0 0 0 1

points et donc valide pour leur enveloppe convexe P. Montrons que cette inégalité induit une

facette de P. Soient ' = PN{x:x1+x2—2x3 =1} et H = {z: g121 + gox2 + g3x3 = B} un

hyperplan contenant F'. Les 3 derniers points sont dans F' et donc dans H. Ce qui donne le

systéme :

91 B
92

g1+ g2+ g3
On en déduit que g1 = B, g2 = B et g3 = —(. Donc I'équation de H s’écrit en fait Sz + Bxy —
Bxs = P qui est la multiplication par S de I’équation x1 + 292 — 3 = 1. On posant © = 8 on en
déduit par le théoréme précédent que F' est une facette de P. On en déduit par ailleurs que P
est de dimension pleine i.e. 3, car les scalaires \; n’apparaissent pas dans I’équation de H ce qui
revient a dire que I~ = ().

=8
=8

3.5 Algorithme de coupes

Revenons a notre probléme en nombres entiers du début du chapitre :

min cx

sous les contraintes
Az <b
xr e N"

(Pznt) —

On note X I’ensemble des solutions réalisables de (P;y;). Ce sont les conditions d’intégrité sur
les variables qui rendent le probléme difficile. L’objectif de la démarche qui suit est d’améliorer
la formulation du probléme en intégrant de nouvelles contraintes dans le but idéal d’atteindre
I’enveloppe convexe de X et de pouvoir retirer ainsi les conditions d’intégrité sur les variables.

1. Déterminer I’ensemble des contraintes d’égalité de ConvX.
2. Déterminer des inégalités valides et identifier les inégalités induisant des facettes .
3. Une fois ces égalités et inégalités identifiées les ajouter au programme mathématique.

L’ensemble des égalités n’est pas trés volumineux puisqu’il ne peut y en avoir plus du nombre de
variables n (si on élimine les égalités linéairement liées aux autres) pour des raisons de dimension.
L’ensemble des inégalités valides pouvant étre lui trés important, on ne les ajoute pas toutes
mais seulement un sous-ensemble que 'on détermine "au fil de 'eau" : c’est ce qu’on appelle un
algorithme de coupes.

16



0. Choisir un polyédre initial P contenant ConvX. On y met toutes les égalités et quelques
inégalités comme celles qui sont dans la définition de X.

1. Résoudre le programme linéaire continu : min cx s.c x € P. Soit z* la solution du probléme.

2. Ajouter quelques inégalités valides violées par xz* au polyédre P. S’il n’y en a pas aller en
3 et sinon aller en 1.

3. Si z* a des coordonnées fractionnaires, résoudre le programme linéaire en nombre entiers :
mincz s.c z € PNN". Sinon STOP (P;,;) est résolu.

La partie 2 consiste a rechercher des inégalités violées c’est-a-dire non satisfaites par z*.
Généralement on ajoute a P les inégalités les plus violées. La recherche d’inégalités valides et
violées est ce qu’on appelle le probléme de séparation.

L’algorithme dit de Branch-and-Cut est une extension de l'algorithme précédent dans lequel
dans la partie 3 au lieu de résoudre le probléme en nombres entiers, on "branche" et on réitére
I’algorithme de coupes sur le nouveau probléme "branché". Brancher signifie forcer une variable
fractionnaire & ne pas aller au-dela du premier nombre entier inférieur ou au contraire a ne pas
aller en dega du premier nombre entier supérieur . Cela revient & faire un algorithme de type
Branch-and-Bound dans lequel on rajoute des inégalités valides (coupes) en chacun des noeuds
de 'arborescence de recherche.
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