LAMBDA-CALCUL

Le A-calcul est un formalisme introduit par Church pour traduire I'aspect mécanique de I'évaluati
dans les langages applicatifs (ou fonctionnels) notamment le traitement de la récursivite.

Au minimum, on prendra un ensemble dénombrable V de "variables" et les expressions ou teri
seront les mots construits a partir des variables, les "applications" u.v ou u et v sont des termes, ¢

"abstractions’Ax u ou x est une variable et u un terme. Si on rajoute un ensemble de "constantes'
alors L est le plus petit ensemble tel que L EXC 0 LL O AVL.

Notations et Curryfication
Le point peut étre omis ainsi que les parenthéses a condition de convenir d'une priorité a gauche,

uvw signifiera (u.v).w. On note parfois auasx y u pourAx (A y u)) s'il est clair que x y sont des

variables. Le\-calcul réalise une modelisation des fonctions de plusieurs variables dans la mesure
une fonction x, y- u est "curryfiée" en x. (y - u) c'est a dire une fonction de 'unique variable x
dont le résultat est une fonction de l'unique variable y dont le résultat est u.

Variables libres

Les variables libres d'une expression sont définies par :

si x O V alors libres(x) = {x}, libreskx u) = libres(u) - {x}, libres(uv) = libres(u)! libres(v)

Une variable ayant une occurrence non libre dans une expression est dite li€e dans cette expressi
Une expression est dite close si elle n'a pas de varible libre.

Longueur, si x V alors long(x) = 1, long(uv) = long(u) + long(v), long(u) = 1 + long(u)
Régle de substitution

Le terme u[x<-tf] nommé "u dans lequel la variable x est remplacée par le terme t" est défini par :
Si u est la variable x alors t

Si u est une variable différente de x alors u

Si u est l'application vw alors c'est (V[x<-t])(w[x<-t])

Si u est l'abstractioNy v et x0 libres(u) alors\y v
Siu=Ay v etyl libres(t) alors\y (v[x<-t])

Si u=Ay v ety libres(t) alors\z ((v[y<-z]) [x<-t]) ou z est une variable non libre dans u ni dans
t.

Lemme de substitution u[x<-v] [y<-w] = u[y<-w] [x<-v[y<-w]] évident par induction

Relations de conversion

Renommage ou alpha-conversion

C'est le dernier cas de substitution, on définit dans L la relatiopar :

Siy O libre(u) alorsAx u - g Ay u[x<-y] (changement de variable liée)
On définit unexn—équivalence des termag u =y AX'U' dans la mesure ou u' est équivalent a u dans

lequel X' est substitué a toutes les occurences de x (ils ne different que par des changements de
des variables liées).

Beta-conversion, c'est la relatioxx(u)t - g u[x<-t] (application d'une abstraction sur un terme t)

Exemple :

AX (Xy?[x<-y] -0 AZ (X2)[x<-y] - B Az(yz) et dz (zx)) Ax X)[x<-y] = (Az (zx)) Ay ) - (AY Y)X - X
Eta-conversion, c'est la relatiokx(u)x - x a la condition que x non libre dans dans u.

Exemple : Ax (AYAz zy)X)u QX X) -1 (AYAZ zy)u QX X) - B Az(zu) QX X) =B AY Y)X =B AXX)u -pgu
Enchainement, on note* ou plus simplement. la cloture transitive de{(q) O (- p) et soit=la
cléture symétrique et transitivA,est I'ensemble quotient.

Expression normale ou irréductible : n‘ayant pas d'image gar
Le A-calcul n'est pas noethérien(toute chaine de termes liés garéduction n'est pas
nécessairement finie), démonstration en pa&anhx (xx) etQ = AA alorsQ - g (AX (XX))(AX (XX))

- B (AX (XX))(AX (XX))(AX (Xx)) - ... longueur croissante et pas de terminaison.
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Théoreme de Church-Rosser, Ig3-réduction est confluente(si une expression conduit a
deux formes normales (irréductibles), elles seétjuivalentes.

Second théoréme de Church-Rosser, si u se réduit en une forme normale v, il existe
une suite de réductions suivant la stratégie standard.
On définit la stratégie normale (ou standard) : réduction des termes les plus externes et les pl
gauche, ainsi :

AX Ay x ((Ax x)y) - Ay ((Ax X) y) a gauche- g Ay y a l'intérieur

etAX Ay X (Ax X)y) - Ax ((Ay X) y) & droite— g Ax x a l'intérieur qui sonti-équivalentes
La preuve se fait par récurrence sur (prof(u), |ul).
Le passage des parametres par valeur (ou appel par nom), c'est I'évaluation applicative qui exige
tous les parameétres soient calculés avant d'étre communigués a la fonction.

Combinateurs : expressions closes, exemples classiques :

Faux F =Ax Ay y (aussi notée nil) on montreJu [v termes clos Fuv. v, Tuv - u

Vrai (annulateur) T = K AX Ay X

Identité | =AX X

Combinateur de Turin® = AA tel que A =AX Ay (y(xxy))

Compositeur (composition de deux fonctions) BfAg Ax f(gx)

Permutateur ou Condition C = IFM AX Ay bxy (bxy signifiant bien (bx)y d'ou B C)
Distributeur S 2Ax Ay Az (xz(yz))engendre tous les autres a l'aide de T

Combinateur de Curry Y xh ((Ax h(xx)) Ax h(xx)))
Propriétés STT. |
En effet STT 2AX Ay Az (xz(yz)) Ax Ay X) AX Ay X) - B Ay Az (Ax Ay X)z(yz)) QX Ay X)
~BAZ (AXAY X) Z (AX Ay X) 2)) -~ BAZ (AY 2) Ay 2)) ~BAZZ ~q |
S(TS)T- B
En effet S(TS)T Ax Ay Az (xz(yz)) (TS) T-p Az ((TS) z (T2)) Az (Ax Ay X) S) z (Ax Ay Xx) 2))

- AZ ((AX Ay X) S) z (Ax Ay X) 2))
Yl - Q

Car Yl =Ah (Ax h(xx)) Ax h(xx))) I - B AX 1(xX) (AX 1(xX)) — B (AX (xX)) AX (Xx)) =Q
Ou = AAU =AX Ay (Y(xxy)) Au - u(AAu) = u@u) ce qui fait qu®u est un point fixe de u.
Combinateurs de point fixeX : expression X telle quef on a Xf = f(Xf)

© comme Y sont des combinateurs de point fixe.

P = YT est un terme "poubelle” avalant tous ses argumentsfPgar Px = YTx- T(YT)X - YX
Théoréme du point fixe: tout terme f posséde un point fixe v

Posons v Ax f(xx) et v = uu alors v =Xx f(xx)) u - g f(uu) = fv

Théoreme de BhomX est un combinateur de point fixe X = SI X
En effet posons SI &x Ay Az (xz(yz)) | - g Ay Az (1z(yz)) - B Ay Az (z(yz)) —» o AX Ay Y(Xy) et supposons X = SIX

alors pour tout f, Xf =Xx Ay y(xy)) Xf - f(Xf) c'est a dire que Xf est un point fixe de f. Réciproquemefif,skf —
f(Xf) alors SIX - AyAf f(yf)) X - Aff(Xf) =AfXf =X

Second théoréme de BhonYg=Y et les Yj+1 = Yn(SI) sont des combinateurs de point fixe.
Yo en est un et par récurrence comme=YSI Yp, Yn+1= Yn(SI) - SI(Yn(SI)) - SI(Yn+1) donc Yp+1 est
un combinateur de point fixe d'aprés le premier théoréme.

Théoreme du double point fixeOOF 0G DA [B tels que A= FAB et B= GAB
Prenons A 9(Aa (FaB)) et B ®©(Ab (GAb)), ayanflH ®H - H(®H) on a A =©(Aa (FaB))

~ (A\a (FaB))@(Aa (FaB)))~ (\a (FaB))A'— FAB et B =O(Ab (GAb)) — (A\b (GAb))B . GAB
Théoréme, l'existence d'une forme normale est indécidable.

On peut facilement numéroter les termes c'est a dire construire une fonctighdads N, et en
déduire num(n) = #) qui sera récursive ainsi que app(#x, #y) = #(xy).
Gréace au deuxieme théoréme du point fixe, pour tout f, sh\wfapp x um x)) alors X = wiw),
vérifie f(#(X)) - X.
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Soit A I'ensemble des termes ayant une forme normale, il est stable par réduction et s'il est récurs
existe une fonction indicatrice k telle qué&Y= si X[ A alors 1 sinon 0.

Soit H =Ax k x T Q | on vérifie H(#x) - si x[0 A alors | sihnonQ, ce qui contredit I'existence du
point fixe X tel que HEX) - X.

On pose d'autres combinateurs :

La condition IF sAb Ax Ay (b x)y, on a en effet :

IF T XY —ap AXAY (AUAV U) X)y B X et par ailleurs IF F xy.qg AX Ay (AUAV V) X)y ~pY

La négation = Ax (IF x F T)ona =T- (Ax (IF XFT))T - IF TFT - F et l'inverse.

Les connecteurs ET A& Ay xy F, OU =AxAy x Ty,on a ET TT- AXAYy Xy FTT - TTF - AX
AYVXTF - Tdeméme ETTE F,ETFT- F,ETFF- F

Notation de séquence de Church [u, Wexuv et si O N, u, mO A Om = m, @*Im = u(um)
first = Ax xT et second Ax xF, alors first [u, v]- AX XT AX xXuv) -~ AXXuv) T - Tuv - uet:

second[u, V- AX XF AX xuv) -~ (Axxuv) F- Fuv- v

Geénéralisation <y... Uy> = AX Xuj...Un alors la i-ieme projection est définie pamp= Ax (XAX1AX2 ... AXp Xj) et
Pi,n<UL ... > =AX (XAXIAX2 ... AXp Xj) (AX XU1...Un) — ((AX XU1...Un) (AXIAX2 ... AXR X{))
- (AX1AX2 ...AXn X{) U1...Un - Uj

cons =AaAb As (sab)
first (cons a b) =Xx xT) (As (sab))- (As (sab))T- Tab- a
Les entiers de ChurchD:= F,1 = Af Ax (f x), 2 = AMf Ax (f (f X)) etn = Af Ax (f1 x).

Autre définition avec 0 = I, n+1 = [F, n], sucAx [F, X], zero = first =2Ax XT alors zero 0 =AX xT) | - IT - Tet
zerol = xxT)1 - [F, 11T - TFl - (AxAy Xx) FI - F enfin pred = second ¥x (XF) = second, par exemple pred
3 =second [F, [F, [F, NI [F, [F, 1] = 2.

Théoreme Les fonctionsA-représentables sont exactement les fonctions récursives.

On dit alors que la fonction f deMdans N est représentable Jewalcul par le terme clos F si et
seulement si pour tous entiers, k.., ky si f(k1, ..., k) n'est pas défini alors I'expressiokiF...,
kn n'est pas réductible sinon sif(k.., ky) = k alors I'expression ki, ...,kn se réduit erk.

On peut en effet construire toutes les fonctions récursives telles que :
SUC =An Af Ax ((n f) (f X))
En particulier SUG — Af Ax (M Ax (f7x)) f) (f X)) — Af Ax (Ax (f7 X)) (f x))
S MAX (N (X)) =AM Ax (f1H1x) =n+1
Somme + AAn AmAf Ax ((n f) ((m f) x)) et produit * 2An Am Af Ax ((n (m f)) x)

Exemple +1 2 = An Am Af Ax ((n f) ((m ) X)) (Af Ax (f X)) (Af Ax (f (f X)))
= A AX (A AX (F X)) ) (AfAX (F (F X)) ) X)) > AMFAX ((Ax (FX)) (F(FX)) > AMfAX (fF(F(fx)) =3

zero =An AX Ay n(Ty)x
pred =An (((hAaAb b (SUC(aT)) (aT)))Xc c00) F)
expo =An Am Af Ax mnfx et fac = YAf An zeron 1 (* n (f (pred n))))

Projections, il suffit de définir pr Axg AX2 ... AXp Xi
Composition, si f1, ... fp sont a g arguments et h a p arguments, la représentatiqrfde. g}

serah(fy ... fy) = AX1 Ax2 ... AXg h (f1 X1 X2 ... X)(f2 X1 X2 ... %) - (p X1 X2 ... %)

Récurrence, sp est définie pap(0, x) = k(x) etg(n+1, x) = h((n, X), n, X) ou x est lui-méme un
vecteur, on pose = X{ AnAx n T x) (h (f (n F)x) (nF) x))

Minimisation (schéma), si@(n) = min {k / h(k) = 0}, soient P A yhyxT et Q = YQAf Az (Pz) z (f
(suc z))) etp=Ax QO



Ces résultats prouvent que les fonctiardéfinissables sont closes par composition, récurrence e
minimisation.

Exemples deA-calcul appliqués

SiL=V0OCOLL OAVL avec un ensemble de constantes C
a) SiC=0]suc|pred | zero
En posant 1 =suc 0, 2=suc 1, ... n+1 = suc n et grace a des regles telles que :
pred OF O, pred (suc nf- n, zero O AX Ay X, zero (suc ny- AX Ay y
Si Add =Ax Ay x(zero x y (suc (Add (pred x) y))), on aura Add n m = n + m par récurrence.
b)SiC=e]|al| aZﬁ a3|....|vide | car|cdr|cons|apetlesrégles:
vide e~ Ax e, vide x+ Ay y, cons x & x, caral ... ak al, cdral ... aRr a2 ... an,
apexkx,ap(@l..an)bal..anb

Soit Top ={a, B, ... } un ensemble de "types simples" de base ein opérateur binaire dit
"exponentiaion”, I'ensemble des types T est le plus petit ensemble contgatstable par..

Le A-calcul typé est le triplet\, T, t) ou t est une application desur T telle quélu Ov O A t(Au v)
= t(u) - t(v).et t(f) =a - B, t(x) =a entrainent t(fx) $.

N\ est alors partitionné par les types et on hdtées termes de type, on note également xa: cette
appartenance X A% a un type.

Exemple de calcul de type, pour I'expresibig Ax (f x) (g X) on pose x de type inconay alors
f est nécessairement de type 3, et g :a -y mais (f x) : s'applique sur (g x)y doncB=y-d
puis (f x) (g x) :, et - enfin le type de I'expression eat((y-90))- (a-Yy) - a-0.

La B-réduction typée eshk : a u)v - U[X — V] si v est du méme type

Théoréme de Church-Rosser LeA-calcul typé est noethérien, laB-réduction typée
est confluente d'ou Il'unicité de la forme normale et la stratégie normale l'atteint.
On peut définir la taille d'un type par 1 pour les types de base et-pr+ B|@l. La récurrence se

fait sur (taille(t(u)), prof(u), |u|) le seul cas délicat est celui de uv aveaxiu' etv- v' ou u’, V'
sont normalisables.

C'est le formalisme équivalent atcalcul ou on part d'un ensemble dénombrable de variable v, ur
ensemble C de constantes et deux symboles T, S (T désignant le vrai était noté K a l'origine).

termes de CL sont les mots suflCV O {T, S}, ils sont dits clos s'ils n'ont pas d'occurrence de
variables. Les "combinateurs" sont les mots formés sur T, S uniquement.
SyntaxelLa théorie CL est définie par les axiomes de I'égalité et Txy = x et Spqr = pr(qr)

Théoréme Si | = STT alofsx CL F Ix = x, en effet Ix = STTx = Tx(TX) = x

Théoreme Lo-réduction définie par Txy. w X et Sxyz- w xz(yz) est confluente, la-forme
normale est unique.

La définition des\-abstractions peut se faire patx = |, Ax u = Tx si X0 libres(u),Ax uv = SAX

u) (Ax v), on montre par induction quex(U)V - w U[X « V].
ExempleAx Ay yx =Ax (Ay yx) =AX (SQAY y) Ay X)) =Ax (SI(Tx)) = SAx SI) Ax Tx)
=S (T(SD) (SKx T) A\x x)) = S(T(SD) (S(TT) 1)

SémantiqueUne algebre combinatoire (D, ., t, 8§) D ensemble de cardinal2 ou t, s1 D, . est
une loi binaire interne telle quéa, b, c[J D tab = a et sabc = ac(bc).

Une interprétation de CL dans D est une "valuatpnV - D étendue pap(T) =t, p(S) = s,p(Xy)
= p(x).p(y) alorsp(u[x ~ Vv]) = (p + (p(xX) = p(v)) (u) ou + est la superposition de fonctions.
Théoréme de complétude (D modéle de formn@)® E ® = Op (D, p) FP® = CLF ®
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Soit G = (E, R) un graphe ou la relation R est notéat . * désigne la cl6ture réflexive et transitive
de -, alors que= désigne la cloture équivalence. On pose les définitions suivantes :

a irréductible (normal)> [Ob —(a- b)

R localement confluente ena (Db, c [da-bOa-cO b-.*dOc -*d

R confluenteen & [b,c[Ma-*b0a-*cO b-*xd0Oc-*d

R fortement confluente en<a Ob,c [(Ma-bda-cO b-dOc-d

R confluente= [a, R confluente en @ R* fortement confluente partout

R noethérien= [a, toute suite a & - & - ... » &y estfinie= [a, a posséde une forme normale
Théorémesl) Si R est confluentéa, b [k a=b 0 a-*cOb -*c

2) R est confluentél [a, si a possede une forme normale, celle-ci est unique.

3) R est noethérien et localement confluent® confluente.

4) Théoréme de Hindsey-Rosen Sir, S fortement confluentes comnilgein, ¢ (d, aRb Ja S c

0 b SdlcRd)alors RI S est confluente.

1) Evident par récurrence sur la longueur de la chaine de a vers by, 2ps@nt deux formes normales de a,
la confluence impose un d tel que=ad = ap 3) évident a cause de l'existence de formes normales 4) évident

Treillis complet (D, <) ensemble muni d'un ordre ou toute partie possede une borne supérieure.
On a alors deux éléments F = mihet T = sup(D)

A partie directe de D- A partie non vide de D éta, b0 A Om O A, m majorant de a et de b.

f application continue entre deux treillis complets D et-DJA directe de D f(supA) = sup f(A)

Si f est continue, elle est donc monotone, par ailleurs D*D' est un treillis complet et I'ensemble C(D, D') des
fonctions continues en est un également abetsup{fi})(x) = sup {fi(x)/ x 0 D}

Théoréme du point fixe Toute fonction continue entre deux treillis complets, admet un plus petit pc
fixe.

A = {f"(F) / nO N} direct et f(F) = f"*1(F) d'ou en posant fix(f) = sup(A) on a f(fix(f)) = sup{)) = fix(F)
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